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Z}lozone zachowanie prostych ukladéw nieliniowych

Tradycyjnie, ztozono$§é uktadéw deterministycznych przypisywana byla zlozono-
$ci samej natury tych uktadow albo zewngtrznym szumom. W problemie N grawituja-
cych cial wynikataby ona np. z faktu, ze mamy duza liczbg cial. Ostatnie osiagnigcia
teorii uktadéw dynamicznych wydaja si¢ jednak prowadzié do zgola odmiennego
pogladu. Proste ukfady deterministyczne moga wykazywaé granicznie ztoZone
(chaotyczne lub turbulentne) zachowanie. Fakt ten spowodowal olbrzymi wzrost
zainteresowania problemami z dziedziny teorii uktadéw dynamicznych i zaowocowat
mnogoscia zastosowan w prawie kazdej dziedzinie nauki, od kosmologii po ekologi¢.
Naszym zamiarem jest nie tyle pedantyczne przedstawienie poje¢é i twierdzen
matematycznych, co wzbudzenie intuicji i pokazanie mozliwych zastosowan. Pokaze-
my, jak ewoluowalo pojecie ztozonosci w dynamice. Material pracy bedze ilust-
rowany przykiadami z réznych dziedzin fizyki i filozofii nauki. Dla dalszego
zapoznania si¢ czytelnika z przedstawiona tematyka rekomendujemy literaturg
[1}H9], wsrod ktorych pozycje [1],[6]-{8] maja charakter popularnonaukowy.

Bedziemy si¢ interesowaé jedynie ztozonoScia w czasowej ewolucji ukladow
fizycznych. Problem zlozonos$ci przestrzennej ukladu jest o wiele trudniejszy i nie
zostal jeszcze do konca dopracowany, dlatego nie bedziemy go omawiac.

Obserwujac dynamike zjawisk fizycznych w réznych skalach czasowych i prze-
strzennych nieustannie stykamy si¢ z zachowaniem, ktore zwykliémy okreslaé
mianem zachowania nieregularnego, turbulentnego lub chaotycznego. Uswiadamia-
jac sobie rolg, jaka odgrywaja procesy turbulentne w powstaniu obserwowalnych
nieregularnosci we wszech§wiecie (takimi procesami sa np. procesy przypadkowych
mutacji w ewolucji biologicznej czy tez turbulentnego transportu ciepla w ukladze
klimatycznym), mozemy postawié pytanie, czy bez zlozonosci dynamicznej roz-
wingloby si¢ Zycie w obserwowalnej formie.
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Aby zrozumie¢ tre$¢ pojecia ztozonosci we wspolczesnym paradygmacie dynami-
cznym, musimy si¢ zapoznaé z pewnymi pojeciami i faktami uzytecznymi dla dalszych
rozwazan.

Modelem dynamicznym ciaglego procesu deterministycznego jest — ogolnie rzecz
biorac — uklad dynamiczny, ktory moze by¢ z ciggtym badz dyskretnym stanem.
Czasami bardziej naturalny od ciaglego opisu dynamiki jest jej opis dyskretny, tj.
zadany przez dyskretne odwzorowanie (mapg) typu: x,, = flix ). W ogélnym wy-
padku x jest wektorem x = (x',...,x™), reprezentujacym stan ukladu. Powyzsza zalez-
nosé okresla, jak warto$¢ zmiennej x w chwili n+1 zalezy od jej wartosci w chwili
poprzedniej. Krokiem moze by¢ tu jaka$ naturalna jednostka czasu: rok, miesigc.
Pomigdzy ciaglym a dyskretnym opisem dynamiki mozna ustali¢c odpowiednios¢ po-
przez tzw. odwzorowanie Poincarégo. Wyobrazmy sobie trajektori¢ w przestrzeni
stanow ukladu (przestrzeni fazowej), ktora przecina wielokrotnie pewna wybrang
powierzchni¢ nachylona do trajektorii (0 wymiarze mniejszym o jeden). Odworowa-
nie Poincarégo polega na przyporzadkowaniu punktowi przecigcia trajektorii z ta
plaszczyzna nastgpnego punktu przecigcia. Odwzorowanie to jest wigc naturalnym
sposobem dyskretyzacji ciaglego problemu dynamicznego. Trajektorie w przestrzeni
fazowej pozostawiaja §lady na pewnej transwersalnej powierzchni, ktéra nazywamy
przekrojem Poincarégo (rys. 1).

Alternatywa dla dyskretnego opisu dynamiki proceséw jest opis ciagly. Polega on
na znalezieniu odpowiedniego uktadu dynamicznego, przez ktory bedziemy rozumied
uklad réwnan rozniczkowych o postaci:

2 Fi) o)
dt

gdzie Fi(x') sa funkcjami gladkimi swojego argumentu.

W réinych zastosowaniach zmienne x' moga reprezentowaé dowolne wielkosci
fizyczne, np. zmienna pozycyjna w opisie problemu ruchu, koncentracje i-tego
sktadnika w reakcji chemicznej, czy licznos¢ i-tej populacji jakiego§ gatunku.
Wielkosci dx'/dt reprezentuja wtedy chwilowe szybkosci zmian tych zmiennych
w czasie. Czas reprezentujemy tu zmiennga t. W definicji (1) zadamy, aby funkcje F*
nie zalezaly explicite od czasu. O takim uktadzie bedziemy mowic, ze jest autonomicz-
nym ukiadem dynamicznym.

Uzytecznym sposobem wizualizacji rozwiazan uktadu (1) x\(z,x,) jest tzw. przes-
trzen fazowa, bgdaca n-wymiarowa przestrzenig, ktorej punkty reprezentujz stan
ukladu w ustalonej chwili czasu. Rozwigzanie x'(t,x) ukladu (1) tworzy w tej
przestrzeni pewna krzywa, ktorq nazywamy krzywq fazowq ukiladu albo trajektoriq
fazowq ukladu. Odwzorowanie 1—x'(t,x,) = x'(x,) definiuje pewien ruch wzdtuz tej
krzywej. Na rozwigzanie ukiadu (1) przy ustalonym punkcie poczatkowym x,
mozemy zatem patrze¢ jako na odwzorowanie przyporzadkowujace punktowi
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poczatkowemu x, jego polozenie na krzywej fazowej po uplywie czasu ¢, tj.
x"(t,xo). Ten ruch nazywa si¢ potokiem fazowym. Z fundamentalnego twierdzenia
o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazan uktadu (1) wynika, ze trajektorie fazowe tego
uktadu nie moga si¢ przecinac.

Rozwiazania ukladu (1) sa zdeterminowane poprzez wybor warunkow poczat-
kowych. Poniewaz zwykle w eksperymencie warunki poczatkowe znane sa jedynie ze
skonczona dokladnoscia (np., dlatego, ze kazdy pomiar jest obarczony biedem),
pozadana jest znajomo$é rodziny rozwiazan dla réznych warunkéw poczatkowych.
Gdy wyznaczymy rozwigzania uktadu (1) dla wszystkich warunkéw poczatkowych
w przestrzeni fazowej, uzyskamy pewien zbidr krzywych fazowych tworzacych tzw.
portret fazowy.

Wsrod rozwigzan ukladu istnieja tzw. osobliwe rozwigzania odpowiadajace
zerowaniu si¢ prawych stron, tj. Vi Fi(x'} = 0. Na plaszczyznie fazowej rozwiazania
te s3 reprezentowane przez tzw. punkty krytyczne (albo punkty osobliwe) uktadu.
Fizycznie punkty te odpowiadaja polozeniom rownowagi ukladu.

Uk!ad dynamiczny moze by¢ rowniez zadany poprzez pole wektorowe zbudowa-
ne z prawych stron tego ukladu, tj. [F!(x',...,x"),..., F?(x.,....x")]. Podstawowy
problem teorii uktadow dynamicznych polega na wyznaczeniu trajektorii dla uzys-
kania portretu fazowego — globalnego obrazu dynamiki. O samym uktadzie dynami-
cznym mozemy mySle¢ jako o zbiorze krzywych fazowych, albo tez jako o polu
wektorowym posiadajacym te wiasnosc, ze jest ono styczne do krzywych fazowych we
wszystkich ich punktach. Problem wyznaczenia trajektorii uktadu z gladkiego pola
wektorowego nazywa si¢ catkowaniem ukladu. Od czasdw Newtona, Leibniza i Eulera
wazne bylo znajdowanie krzywych calkowych przy rozwigzywaniu réznorodnych
problemow dynamicznych w fizyce.

Czasami model przestrzeni fazowej w postaci n-wymiarowej przestrzeni eu-
klidesowej jest niewystarczajacy. Wtedy konieczne jest wprowadzenie jako prze-
strzeni fazowej pewnej przestrzeni zakrzywionej (w ogdlnosci rozmaitosci roz-
niczkowej). Np. ruch uktadu hamiltonowskiego dla zadanej energii catkowitej
E odbywa sig na powierzchni zadanej przez wi¢z hamiltonowski H = E = const.
Hamiltonian, ktory jest pewna funkcja pedéw i polozen, spemiajaca rdwnania
Hamiltona, wytycza pewna powierzchni¢ w przestrzeni fazowej. Powierzchnia
ta jest rozmaitoscia gladka i poniewaz na ogoét jest ona zakrzywiona, wektor pred-
kosci nie bedzie w niej zawarty. Wektory styczne w kazdym jej punkcie rekonstru-
uja te powierzchni¢ w taki sposob, ze sa do niej styczne wzdtuz krzywej catkowej.

Rozwazmy ewolucj¢ kropli fazowej elementarnej objetosci w przestrzeni stanow.
Dla uktadéw hamiltonowskich kropla ta bedzie wprawdze zmieniala swdj ksztalt,
jednak jej objetos¢ bedzie zachowana. Na trajektorie uktadu mozemy patrzeé jako na
pewien przeplyw niescisliwej cieczy. O ukladach, dla ktérych objetosé przestrzeni
fazowej jest zachowana, mowimy, ze sa zachowawcze. Gdy wzgledna predkoéé zmian
objetosci kropli fazowej w pewnym obszarze przestrzeni fazowej jest mniejsza od
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zera, odpowiedni uklad bedziemy nazywaé dyssypatywnym. W tym wypadku stabilne
polozenia rownowagi tworza w przestrzeni fazowej zbiory nizszego wymiaru. Takie
zbiory nazywa si¢ atraktorami.

W konstrukeji portretow fazowych waina rolg odgrywaja uklady liniowe. Wynika
to stad, ze lokalnie zachowanie ukladéw nieliniowych w otoczeniu ich punktéw
krytycznych jest dobrze aproksymowane przez ich gtéwna czg$¢ liniowa.

Przyklad 1. Problem dwdch teorii z oddzialywaniem informacyjnym

Rozwazmy dwie konkurencyjne teorie naukowe wyjasniajace te same fakty. Niech
I (¢) bedzie zbiorem danych informacyjnych, ktore przemawiaja na korzys¢ teorii T,
(zbiér danych empirycznych, liczba uczonych akceptujacych tg teorig, liczba prac
tworzonych na podstawie tej teorii), za$ I,(r) zbiorem danych informacyjnych, ktére
przemawiajg na korzys¢ teorii T,

Aby lepiej zrozumie¢ mechanizmy koegzystancji tych teorii bgdziemy starali si¢
wyjasni¢ przede wszystkim jakosciowe (a nie ilosciowe) aspekty ukladu opisujacego
mechanizm ich oddziatywania.

Gdy mamy do czynienia z tylko jedna teoria T,, strumien informacyjny jest
opisywany krzywa logistyczna, tj. rownaniem I, = I\(a—b 1), gdze a,, b, s3 stalymi
zaleznymi od kreatywnosci nowych rezultatow i ich starzenia sig, charakterystycz-
nymi dla danej teorii.

Gdy mamy do czynienia z dwoma konkurencyjnymi teoriami musimy uwzglednic¢
oddzialywanie migdzy nimi. Na przyktad wyniki swiadczace na korzysé jednej, beda
falsyfikowaly teorig alternatywna i vice versa. Najprosciej jest zatozy¢, ze to oddzialy-
wanie jest proporcjonalne do iloczynu I I,. Wéwczas dynamika zmian strumieni
informacyjnych opisywana jest przez autonomiczny uklad dynamiczny o postaci:

dl
dTl = a’lIl_blIlz—clIlIZ

drl.
# = a:’z_bzl 22_czl A

Gdy b, = b, = 0, to otrzymany uklad jest ukltadem Lotki-Volttera, znanym takze
jako uktad drapiezca-ofiara. Gdy b b,> c,c,, to czynniki wewngtrzne b, i b, dominuja
nad czynnikami ¢, i ¢,, opisujacymi wplyw jedne;j teorii nad druga. Uklad wowczas jest
stabilny, a teorie T, i T, koegzystuja. W przeciwnym wypadku, gdy b,b, < c,c,, glowna
role odgrywa antagonizm migdzy teoriami. Uklad staje si¢ niestabilny — «przezywa»
jedna z tych teorii. Ktora z nich «przezyje» zalezy od warunkéw poczatkowych.

Z powyzszej analizy widzimy, jakie sa dopuszczalne stany finalne w dwoch
teoriach z oddzialywaniem informacyjnym. Rozwazmy dwie konkurencyjne teorie
rozwoju nauki, teori¢ Kuhna i teori¢ Poppera. W tej chwili nie potrafimy powiedzeé,
ktora z tych teorii jest prawdziwa, poniewaz analiza przypadkéw z historii nauki nie
dostarcza nam argumentow na rzecz ktérej$ z nich.
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Podstawy teorii uktadéw dynamicznych na plaszczyznie zostaly sformutowane
w klasycznych pracach Poincarégo i Bendixona jeszcze na poczatku XX wieku (w
zwiazku z zagadnieniami mechaniki nieba). W ich pracach zbudowana zostala (we
wspolczesnej postaci) jakosciowa teoria autonomicznych uktadéw dynamicznych na
plaszczyznie (por. [2]H5)).

Podstawowy problem tej teorii polega na wyznaczeniu granicznych trajektorii
przy t—+ oo oraz rozbiciu plaszczyzny fazowej na komorki. W kazdej z nich
zachowanie si¢ trajektorii fazowych jest jakosciowo identyczne.

«Najprzyjemniejsza» wlasnoscia dla takich uktadow jest to, ze w malym otoczeniu
niezdegenerowanego punktu osobliwego (x,y,), dla ktorego wartosci wlasne sa
niezerowe, zachowanie ukladu jest jakosciowo roOwnowazne zachowaniu trajektorii
dla jego gidwnej czesci liniowe;.

Charakter punktu krytycznego (x,,y,) jest zdeterminowany przez wartosci wiasne
macierzy linearyzacji ukladu 4. Na rys. 2 przedstawiono klasyfikacj¢c punktéow
krytycznych uktadu w zaleznosci od wartosci wiasnych macierzy linearyzacji — linio-
wego przyblizenia ukladu.

Jednym z najwazniejszych wynikow jakosciowej teorii uktadéw na plaszczyznie
(do ktorego przywiazywano przesadna wagg) bylo twierdzenie Poincarégo-Ben-
dixona, ktére mozna sformulowaé w nastgpujacy sposob: dla autonomicznego
uktadu dynamicznego na plaszczyznie, jesli jego rozwiazania pozostaja w skon-
czonym obszarze plaszczyzny i nie przyblizaja si¢ do zadnych potozen rownowagi, to
sa albo orbita zamknigta, albo taka orbit¢ osiagna. W praktyce twierdzenie to
interpretowano jako gloszace, e ciagle, dwuwymiarowe uktady dynamiczne posiada-
ja albo polozenia rownowagi, albo trajektorie okresowe. Na plaszczyinie nie ma
miejsca dla innego (np. ztozonego czy nieregularnego) zachowania. Na dalszym
rozumieniu pojgcia ztozonosci w uktadach dynamicznych zawazyt «syndrom ptasko-
sci», polegajacy na mysleniu w kategoriach wiasnosci uktadéw na plaszczyZznie.

Przejawem tego stylu myslenia byt tzw. scenariusz Landaua-Hopfa powstawania
turbulencji w uktadzie. Ta ostatniag probowano wyjasnié jako superpozycj¢ ruchow
okresowych o duzej liczbie czestosci sktadowych. Rozwazmy ciecz lepka, ktorej ruch
jest opisywany przez rownania Naviera-Stokesa. ROwnania te posiadaja symetri¢
skalowania, stad inZynier w laboratorium moze bada¢ model samolotu w tunelu
aerodynamicznym i wycigga¢ wnioski dotyczace rzeczywistego obiektu. Niezmien-
nikiem tych przeksztalcen skalowania jest tzw. liczba Reynoldsa. Gdy ciecz prze-
plywa przez rur¢ o charakterystycznym rozmiarze L z charakterystyczng predkoscia
v, wowczas liczba Reynoldsa jest proporcjonalna do iloczynu tych wielkosci i odwrot-
nie proporcjonalna do tzw. lepkosci kinematycznej.

Rozwazmy ciecz lepka oplywajaca pewne cialo. Gdy zwigkszamy liczbe Reynolda
(petniaca rol¢ parametru kontrolnego dla ukladu), zmienia si¢ rowniez charakter
ruchu cieczy od stanu przeplywu laminarnego do turbulencji, ktora przejawia si¢
w postaci wirow. Jaki jest mechanizm powstawania turbulencji? Landau zapropono-
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wal nastgpujace wyjasnienie: turbulencja jest superpozycja nieskonczonej liczby ruchéw
periodycznych. Podstawowy mechanizm pojawiania si¢ tych ruchow zostat nazwany
bifurkacjq Hopfa. W tym mechanizmie stacjonarny punkt przechodzi w trajektori¢
okresowa i nastepnie przeksztalca si¢ w wezel otoczony cyklem granicznym (rys. 3).
Hopf, analizujac uproszczona wersj¢ rownan Naviera-Stokesa pokazal, ze rownania te
przewiduja istnienie takiego mechanizmu. Wraz z dalszym wzrostem parametru
kontrolnego (liczby Reynoldsa) uklad przechodz przez szereg bifurkacji Hopfa,
z ktérych kazda produkuje nowa czgsto$C i ostatecznie tworzy to ruch z olbrzymia
liczba czestosci sktadowych. Dla kazdej czastki cieczy pole jej predkosci przyjmuje po
n bifurkacjach ogblna postaé: v(f) = flo,t, o,t,...,o 1). Tutaj fjest funkcjg okresowa
o okresie 2n wzgledem kazdej z niewspotmiernych (charakterystycznych) czestosci
sktadowych w,. W scenariuszu Landaua turbulencja jest granica nieskoniczonego ciagu
niestabilnosci. Jego rozumowanie opierato si¢ na powszechnym stereotypie: ztozono$é
zachowania moze wystgpowaé jedynie w granicznie ztozonym uktadzie. Turbulencja
jest granica nieskonczonego ciagu niestabilnosci, poniewaz dla ruchu quasi-periodycz-
nego o N czestosciach sktadowych niewspdoimiernych funkcja autokorelacji (czyli miara
pamigci o poczatkowym stanie ukladu), maleje jak 1 //N. Gdyby N byto skoniczone,
uktad «pamietalby» o swoich warunkach poczatkowych, podczas gdy dla uktadoéw
chaotycznych czy turbulentnych charakterystyczne jest «zapominanie przesziosci».

Procesy przejscia od ruchu regularnego do turbulentnego mozemy zaobserwowaé
podczas ruchu lepkiej niescisliwej cieczy (np. wody w rurze). Jesli predkosc cieczy jest
dostatecznie mala, obserwujemy jej laminarny ruch i ciecz porusza si¢ regularnie
wzdhuz linii pradu. Gdy jednak predkos¢ bedzie odpowiednio duza, obserwujemy
niestabilny, turbulentny przeplyw, w ktérym chwilowe predkosci lokalne cieczy i jej
ciénienie zmieniaja si¢ w sposob chaotyczny w czasie. Woda wypltywajaca z kranu
bedzie wyplywala ruchem laminarnym dopoki sily bezwladnosci nie zniszcza sit
napiecia powierzchniowego. Dym z papierosa unosi si¢ do pewnej wysokosci
w sposOb regularny by potem tworzy¢ silnie nieregularny, turbulentny przeptyw.

Ruelle i Takens w 1971 r. oraz Newhouse i inni w 1978 r. [5] sformutowali
alternatywny do Landauowskiego scenariusz przejscia do turbulencji, analizujac
uklady dysypatywne (teoria Landaua opierala si¢ na ruchach quasi-periodycznych,
naturalnych dla uktadéw zachowawczych). Pokazali oni, Ze juz po dwdch niestabil-
nosciach w trzeciej bifurkacji trajektorie sa przyciaggane do ograniczonego obszaru
przestrzeni fazowej, ktory nazwali dziwnym atraktorem. Wchodzac do niego trajek-
torie «zapominaja» o swoich warunkach poczatkowych, dlatego atraktor nazywa si¢
dziwnym. Takie atraktory moga by¢ traktowane jako stany stacjonarne, chociaz nie
maja charakteru punktowego i sa jakby «rozmazane» po calej przestrzeni fazowej.
W obszarze atraktora poczatkowo bliskie trajektorie rozbiegaja si¢ eksponencjalnie
(sa silnie niestabilne). Asymptotycznie w dlugim okresie czasu ruch staje si¢
chaotyczny i nieprzewidywalny. T¢ wewngtrzna wlasnos¢ uktadu nazywamy rnadwraz-
liwoscig na male zmiany warunkéw poczqtkowych.
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Sformulowanie nowego paradygmatu zlozonosci we wspolczesnej nauce w od-
niesieniu do badania ukladow dynamicznych nastapito dopiero po uswiadomieniu
sobie, ze krancowo ztozone zachowanie dynamiki — niemozliwe w dwoch wymiarach
~ jest mozliwe juz w trzech wymiarach. W teorii ukladéw dynamicznych sfor-
mulowano wiele waznych pojeé pozostajacych w bliskim zwigzku z fizyka.

Jednym z takich pojec jest pojgcie strukturalnej stabilnosci. Zasada powtarzalno-
sci eksperymentu glosi, ze ten sam eksperyment powtorzony w takich samych
warunkach, powinien dawaé identyczny wynik. OczywiScie nigdy nie mozemy
zapewni¢ identycznych warunkow eksperymentu, dlatego praktycznie przez ,,po-
wtarzalno$¢ eksperymentu” rozumie si¢ to, ze dostatecznie male zaburzenia warun-
kow eksperymentu nie powinny w sposob istotny odbié si¢ na wynikach pomiaru.
Wynika stad, ze matematyczny opis zjawisk powinien charakteryzowac si¢ swego
rodzaju nieczulo$ciag na wplyw matych zaburzen warunkéw eksperymentu. Matema-
tyczne sformulowanie tej zasady prowadz do pojecia strukturalnej stabilnosci, ktora
nieformalnie mozemy okresli¢ nastgpujaco: uktad dynamiczny nazywamy struktural-
nie stabilnym, jesli dla dostatecznie malej zmiany wektora predkosci fazowej powstaty
uklad jest rownowainy uktadowi wyjSciowemu.

W definicji strukturalnej stabilnosci wystepuja wiec nastepujace dwa elementy:

1) dopuszczalny rodzaj zaburzen;

2) pojecie rownowaznosci uktadu.

W teorii uktadow dynamicznych rownowaznos$¢ przyjmuje forme¢ rownowaznosci
topologiczne;j: zada si¢, aby istniat homeomorfizm przestrzeni fazowych, zachowujacy
orientacj¢ krzywych fazowych. Dopuszczalne zaburzenia prawych stron ukladu sa
malymi co do wartosci tych funkcji i ich pochodnych. Peixoto udowodnil, ze
w przestrzeni ukladéw dynamicznych na plaszczyznie uklady strukturalnie stabilne sa
typowe, poniewaz tworza otwarte i geste podzbiory. Twierdzenie to, dowodzac
typowosci ukladow stabilnych strukturalnie, w istocie jeszcze wzmocnilo stary
paradygmat myslenia w kategoriach plaszczyzny. Sadzono, ze ,,istnie€” znaczy ,,by¢
strukturalnie stabilnym”. Wydawalo si¢, ze scenariusz Landaua jest poprawny, ponie-
waz sadzono, iz podobnie jak na plaszczyznie cykl graniczny jest strukturalnie stabilny,
tak tez strukturalnie stabilny bgdzie ruch wielookresowy o n czgstosciach sktadowych.

Zwrot nastapil, gdy Smale w 1964 r. skonstruowal pewien geometryczny przyktad
(réwnowazny trdjwymiarowemu ukladowi dynamicznemu), ktory byt strukturalnie
stabilny i jednoczeénie wykazywat kraficowo zlozony typ zachowania — «izomorficz-
ny» ze zjawiskiem rzutu moneta. Trajektorie ukladu leza wowczas w przestrzeni
fazowej na pewnych zbiorach M x {fraktal} (fraktal jest zbiorem typu zbioru
Cantora o wiasnosciach samopodobienstwa) (por. [2]).

Mimo tego fundamentalnego wyniku Smale’a, zwolennicy starego paradygmatu
podjeli jeszcze raz probg wykazania, ze uklady strukturalnie stabilne sz typowe
w trzech wymiarach. Gdyby tak bylo, mozna by pokusi¢ si¢ o klasyfikacje takich
ukladdw poprzez podanie charakterystycznych typow zachowan, podobnie jak jest to
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mozliwe na plaszczyznie. Smale w r. 1965 udowodnit jednak co$ zupelnie przeciw-
nego, a mianowicie wykazal, ze dla wymiaru n>3 istnieja uklady, w otoczeniu
ktérych nie istnieje zaden uklad strukturalnie stabilny. Ostatecznie dowodz to, ze
pomimo iz mozna wyr6zni¢ pewne punkty krytyczne w trzech wymiarach, to problem
zupelnej klasyfikacji topologicznej ukladéw dynamicznych (> 3) jest nierozwiazalny
z samej natury. W przestrzeni ukladéw dynamicznych istniejg cale obszary wolne od
uktadéw strukturalnie stabilnych, a male zaburzenie nic musi nas koniecznie
zaprowadzi¢ w obszar strukturalnie stabilny. Okazuje si¢, iz niskowymiarowe (n>>3)
a wiec proste uktady dynamiczne, moga wykazywacé bardzo zlozony, nieregularny typ
zachowania, co prowadz do ostatecznego odrzucenia starego paradygmatu.

Zastandwmy si¢, dlaczego nie bylo to mozliwe w dwoch wymiarach. Mowiac
w pewnym skrocie, dzieje si¢ tak dlatego, ze w ograniczonym obszarze na plaszczyz-
nie takie chaotyczne trajektorie musialyby si¢ samoprzecinaC, co jest wykluczone
przez twierdzenie o jednoznacznosci rozwiazan uktadu (1) (zob. rys. 4). W wyzszych
wymiarach takie samoprzecigcia nie s3 konieczne, i istnienie zapgtlonych i ograniczo-
nych trajektorii fazowych staje si¢ mozliwe. Ztozono$¢ rodz si¢ w ukladzie deter-
ministycznym (w sensie Laplace’owskim), a wigc w ukladzie, w ktorym poprzez
réwnania ewolucyjne potrafimy wyznaczy¢ jego stan w dowolnej chwili (jesli znamy
warunki poczatkowe). Z definicji tej wynika, ze zrodlo nieprzewidywalnego za-
chowania w ukladzie deterministycznym moze leze¢ albo w nieprecyzyjnym okres-
leniu danych poczatkowych, albo w niestabilnosci uktadu.

Kazdy pomiar jest obarczony bledem. Nieoznaczonos¢ w okresleniu danych jest
wigc czym$ realnym. Zachowanie si¢ uktadow fizycznych zalezy od wewngtrznej
wiasnosci dynamiki, w ktéra moze by¢ wmontowany pewien nieliniowy mechanizm,
rozsadzajacy eksponencjalnie bledy poczatkowe — mechanizm globalnej niestabilno-
ci (ta wlasnos$é odnosi si¢ do wszystkich trajektorii ukladu). Pocigga to wlasnosc
nadwrazliwej czutosci na zaburzenia warunkéw poczatkowych (WNC).

Zanim zlustrujemy to zjawisko na przyktadach, zauwazmy, ze uktady z chaosem
byly obecne w fizyce od dawna. Nie byly one jednak proste.

Historia ich odkrycia nie obyla si¢ bez dramatow. Boltzmann postawit sobie za cel
wyprowadzenie praw termodynamiki, a w szczegOlnosci prawa wzrostu entropii,
wylacznie z praw mechaniki klasycznej. Jako model idealnego gazu przyjal uklad
kulek (N»1), ktore zderzaja si¢ ze soba sprezyscie. Dzsiaj taki model nazywa si¢
bilardem. Uklad dynamiczny, ktdry opisuje ruch kulek jest opisywany przez 6N
zmiennych (wspoirzedne i predkosci wszystkich kulek w przestrzeni tréjwymiarowe;).
Przestrzen fazowa bedzie posiadaé rowniez 6N wymiardw. Calkowita energia uktadu
jest zachowana i sam ukiad dynamiczny jest zachowawczy. Zderzenia s3 doskonale
sprezyste, a osrodkiem jest proznia. Boltzmann pokazal, ze pojecie entropii moina
wyprowadzi¢ z modelu mechanicznego i udowodnit jej nieodwracalny wzrost. Jest
ona proporcjonalna do logarytmu prawdopodobienstwa zastania ukladu w okres-
lonym stanie. W swoich rachunkach Boltzmann wykorzystat hipoteze, iz punkty
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poruszajac si¢ po trajektorii fazowej roOwnomiernie wypelniaja dopuszczalny dla
ruchu obszar przestrzeni fazowej (hipoteza ergodyczna) [3]. T¢ hipotez¢ nazywa si¢
inaczej hipotezq chaosu molekularnego. Wyniki Boltzmanna weszly na stale do fizyki,
mimo to Boltzmann nie byt z nich w pelni zadowolony. Jego przyjaciel, matematyk
Zermelo, uwazal, ze Boltzmann musial gdzie§ popeini¢ biad. Swoje przypuszczenie
opieral na obserwacji, ze jesli wyjsciowy uklad réwnan jest odwracalny w czasie, to
konhicowy wynik (prawo wzrostu entropii) jest ewidentnie nieodwracalne. Musialaby
by¢ wigc naruszona symetria odbicia w czasie. Nie mogac odpowiedzie¢ na po-
stawiony zarzut, Boltzmann zastrzelit sig.

Dalsza historia tego zagadnienia jest zwigzana z nazwiskiem Ehrenfesta. Udalo
mu si¢ maksymalnie Scisle sformutowaé Boltzmannowski problem ztamania symetrii,
ale rowniez nie potrafil go rozwigzaé i zastrzelil si¢. Rozwiazanie tego problemu
zostalo podane w r. 1948 przez mlodego fizyka Krylowa. Glowna jego idea byla
nastgpujaca: symetria w ukladach dynamicznych moze by¢ naruszona i moze
zaistnie¢ molekularny chaos, je§li dynamiczne rozwiazania uktadu sa niestabilne.
Krylow przedwczesnie zmarl, a zagadnienie zostalo ponownie podjgte przez matema-
tyczng szkot¢ Komogorowa, Anosowa i Sinaja. Pokazali oni, ze w problemie bilardu
dowolna trajektoria uktadu jest niestabilna, tj. przestrzen fazowa sklada si¢ wylacznie
Z separatrys i nie posiada stanow stabilnych. Globalna niestabilnos¢ prowadz do
chaotycznego zachowania ukladu i wowczas cata dopuszczalna przestrzen fazowa jest
wypelniona rownomiernie przez trajektorie. Takie uklady nazywa si¢ od nazwiska
Kolgomorowa — K-systemami. W tej klasie ukladow nowego znaczenia nabiera
pojecie entropii jako miary niestabilnosci. Zjawisko lamania symetrii zwierciadlanego
odbicia w czasie i powstawania nieodwracalnosci jest wiasnie konsekwencja globalnej
niestabilnosci.

Dla wystapienia molekularnego chaosu koniecznym i wystarczajacym warunkiem
jest natomiast globalna niestabilno§¢. Duza liczba czastek nie jest natomiast ani
koniecznym, ani wystarczajacym warunkiem wystapienia ztozonego zachowania.

Dazsiaj Boltzmann mogiby odpowiedzie¢ Zermelowi i wskazaé nie tylko przy-
czyn¢ molekularnego chaosu, ale zakreslic rowniez obszar stosowalnosci hipotezy
ergodycznej. Wezesniej zakladano, ze chaos molekularny jest wygodna forma opisu
zjawisk, gdy nie mozemy wyliczyé poszczegdlnych trajektorii. Zakladano przy tym
w sposob niejawny, ze gdybySmy potrafili znalez¢ takie trajektorie, to moglibySmy
dokladnie przewidywac zachowanie ukladu. Dzsiaj wiemy, ze przy niestabilnym
zachowaniu trajektorii przewidywanie jest niemozliwe. Twierdzenie to jest negatyw-
ne, jednak ma niezwykle znaczenie dla nauki, wigksze niz wiele innych pozytywnych
twierdzen. Teoria chaosu posiada zatem rowniez znaczenie metodologiczne.

Rozwazmy przyklady ukladow, ktorych trajektorie posiadaja WNC.

Przyklad 2. Zalomy, ze stan naszego uktadu jest opisany przez liczb¢ z przedziahu
(0,1). Ustalmy pewna $cifle deterministyczng regule okreslajaca kolejne stany ukladu
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(tzw. dynamike dyskretna, bo czas jest teraz dyskretny). Nieformalny opis dynamiki
jest nastepujacy: pomnodz przez 2 i zignoruj czgs¢ calkowita liczby. Matematycznym
modelem dynamiki naszego procesu jest wigc nast¢pujace rownanie réznicowe

x,—x = 2x(mod 1), x_<(0,1).

Wyjsciowa liczbg x, wygodnie jest zapisa¢ w systemie dwojkowym, tj. x, = 0, a, a,
a,..., gdzie g, (i=1,2,...) sa zerami albo jedynkami.

Duzalanie naszej maszynki pracujacej wedtug powyzszego wzoru polega (w kaz-
dym kolejnym kroku) najpierw na przesunigciu ciagu w lewo (jest to wynik mnozenia
przez 2), a nastepnie odrzuceniu jego pierwszego wyrazu (wynik wzecia (mod 1)).
Widzimy wiec, ze jeden krok pracy maszynki kosztowat nas utratg 1 bitu informacji
o danej liczbie. Po n krokach tracimy zatem n bitoéw. Jesli wigc stan poczatkowy
naszego ukladu zostal opisany liczba z doktadnoscia do » miejsc po przecinku, po
n krokach nie bedziemy juz o niej posiadaé zadnej informacji. W szczegolnosci nie
bedziemy wiedzieé, czy nalezy ona do przedzatu (0,1/2), czy (1/2,1). Aby taka wiedz¢
zdoby¢, musielibySmy mie¢ bardziej szczegotowe informacje o stanie poczatkowym.
Zaléimy, 7e stan uktadu jest liczba rzeczywista. Do komputera mozemy jednak wpisaé
jedynie pewna liczb¢ wymierng i tym samym popelniamy blad na samym poczatku.
Jedli np. poréwnamy liczbe nt z jej przyblizeniem z dokladnoscia do n-tego miejsca, to
po n+ 1 krokach te bliskie liczby bedg si¢ rézni¢ znacznie, bo juzna pierwszym miejscu.
Okazuje si¢ wigc, ze nawet gdy dynamika jest zdefiniowana poprzez pewna regule
deterministyczna, moze si¢ zdarzy€, ze nie potrafimy powiedzec, gdzie znajduje si¢
liczba x, po n-iteracjach (gdy n— o), tj. czy x,(x, (...(x,)) nalezy do lewej, czy do
prawej polowy odcinka (0,1). To, gdzie znajda si¢ kolejne iteracje punktu x,, bedze
asymptotycznie zjawiskiem losowym —analogicznie do zjawiska rzutu moneta. Aby si¢
o tym przekonaé, wystarczy ustalié przyporzadkowanie; 0 — orzel, 1 — reszka.
Szczegblowa analiza ukladu, ktory opisuje Newtonowska dynamik¢ zakr¢conej
monety spadajacej w polu grawitacyjnym przy uwzglednieniu oporu powietrza na
powierzchni¢ porowatej plyty przedstawiono w pracy Szydlowskiego i Smiatka [9].
Ruch monety jest tam opisywany przez pewien ukltad dynamiczny. Gdy moneta spada
z dostatecznie duzej wysokosci, jej stany finalne ruchu — orzet lub reszka — beda
realizowane z prawdopodobienstwem 1/2. Jest to konsekwencja WNC ze wzgledu na
male zmiany poczatkowej predkosci katowe;.

Istota WNC lezy w nieliniowosci ukladu, co pozwala mu przejawiaé zlozone
zachowanie w ograniczonym obszarze przestrzeni. Zachowanie to jest zwigzane z tzw.
wlasnoscia hiperbolicznoéci, ktéra jest uogdlnieniem pojecia stalego punktu hiper-
bolicznego. Jesli uklad posiada t¢ wlasnosé, to jego trajektorie beda rozciagane
wzdluz pewnych kierunkow i jednoczesnie Sciskane w wzdhuz innych. To z kolei
gwarantuje ograniczonos¢ rozwiazan i ich strukturalna stabilnoéé. Quasi-periodycz-
ny ruch —ze scenariusza Landaua powstawania turbulencji — nie posiada WNC i jest
strukturalnie niestabilny.
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Modelowym ukiadem realizujacym zjawisko WNC jest tzw. solenoid. Geomet-
rycznie dzialanie tego odwzorowania polega na rozciaganiu jego dlugosci przy
jednoczesnym spiaszczeniu jego wymiaru poprzecznego, by nast¢pnie obwingé nim
oryginalny torus (rys. 5). Powtarzajac taka operacj¢ wielokrotnie w granicy otrzyma-
my nieskonczong liczbg linii nawijajacych si¢ na oryginalnym torusie, co ttumaczy
uzycie nazwy solenoid. Jest to prosty przyklad ukladu o koncowo zlozonym
zachowaniu trajektorii. O powyzszym odwzorowaniu mozemy mysle¢, Ze jest ono
odwzorowaniem Poincarégo pelnego ruchu. Dlatego traktujemy odwzorowanie typu
solenoidu jako pewien ukiad dynamiczny. Jego przekrdj poprzeczny na plaszczyznie
jest zbiorem Cantora. Orbity na solenoidzie sa stabilne i mozna ustali¢ ich odpowied-
nioé¢ z ciggiem losowych zer i jedynek.

Najwickszym odkryciem w ramach nowego paradygmatu dynamicznego bylo
odkrycie prostych (niskowymiarowych) ukladéw dynamicznych o ztozonym za-
chowaniu. Historycznie pierwszym tego typu ukladem byt uklad Lorentza. Uklad ten
pojawil si¢ w kontekscie teoretycznego opisu tzw. eksperymentu Bénarda. W eks-
perymencie tym warstwa cieczy znajdujaca si¢ w polu grawitacyjnym jest pod-
grzewana od dotu. Ogrzana ciecz podnosi si¢ z dotu do gory, a chtodna opada w dot.
Ruchowi do gory przeciwdziala sita lepkosci. Przy malych rézmicach temperatur
mi¢dzy plytami AT sily lepkosci dominuja i ciecz pozostaje w spoczynku, natomiast
transport ciepla odbywa si¢ ze stalym przewodnictwem. Ten stan jest niestabilny
i przy zwigkszeniu liczby Reynoldsa R (proporcjonalnej do AT) powstaja stacjonarne
komorki konwekcyjne. Przy dalszym wzroscie R obserwujemy przejscie do chaotycz-
nego ruchu. Uklad Lorentza jest uproszczonym opisem dynamiki tego zjawiska i ma
postaé tréjwymiarowego ukladu dynamicznego

Henon i Heiles, badajac problem ruchu gwiazdy w zewngtrznym polu grawitacyj-
nym galaktyki eliptycznej, sprowadzli problem ruchu do badania hamiltonowskiego
uktadu dynamicznego o dwéch stopniach swobody ¢, i g,.

Dla pokazania chaosu w tym ukladzie skonstruowali przekroje Poincarégo na
plaszczyznie wyznaczonej przez ped i potozenie (p,,q,) dla réznych wartosci energii
catkowitej E peliacej rol¢ parametru kontrolnego. W miarg¢ jak E—1/6, obser-
wujemy losowy rozkiad punktéw na plaszczyimie (p,,g,), co moze by¢ $wiadectwem
chaotycznego zachowania (rys. 6).

Chaos moze si¢ pojawié w ukladach ciagtych jesli wymiar przestrzeni fazowej
wynosi co najmniej trzy. W ukladach dyskretnych ten wymiar minimalny wynosi
jeden. Dynamika pola grawitacyjnego w otoczeniu osobliwosci poczatkowej posiada
charakter turbulentny, ktory daje si¢ opisac przez taki jednowymiarowy uklad, znany
juz Gaussowi. Ziozone zachowanie moze wystapi¢ juz w wypadku jednowymiaro-
wych nieodwracalnych ukladow dyskretnych. Przykladem takiego uktadu jest od-
wzorowanie logistyczne x_,, = ax,(1-x).

Jak juz podkreslono, warunkiem wystapienia WNC jest rozcigganie i $ciskanie
ograniczonych trajektorii. Moze by¢ to zrealizowanie w dwoch wymiarach jedynie
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wtedy, gdy zachodz zagigcie trajektorii. W przeciwnym wypadku, gdybysmy wystar-
towali z obszaru kwadratowego, gdyby nie bylo sciskania ze skladaniem przestrzeni,
skonczylibySmy na dowolnie dlugim cienkim pasku, w ktérym rozwiazania sa
nieograniczone.

W opisie chaosu moina si¢ postugiwaé pewnymi wielko§ciami fenomenologicz-
nymi, takimi jak: widma mocy, funkcje autokorelacji, przekroje Poincarégo. Chociaz
wskazniki te sa powszechnie uzywane, wiadomo, ze rozwiazania quasi-okresowe z duza
liczba czgstosci moga produkowac efekty podobne do efektow obserwowanych dla
chaosu deterministycznego. Bardzej precyzyjnym narzedziem wykrywania chaosu de-
terministycznego sa tzw. wskazniki Lapunowa. Wielkosci te pierwotnie zostaly uzyte
przez ich autora w r. 1890 do badania stabilnosci periodycznych orbit, ale dzsiaj
peinia inng role.

Wskazniki Lapunowa informuja nas — ogolnie rzecz biorac — o $rednim tempie
rozbiegania si¢ bliskich trajektorii. W ukiadach zachowawczych z chaosem deter-
ministycznym wystapily kierunki, wzdluz ktorych trajektorie rozbiegaja si¢ wyktad-
niczo, tj. stanowia trajektorie, dla ktorych wskazmiki Lapunowa sa dodatnie. Ale
beda rowniez istnialy kierunki, wzdluz ktorych trajektorie zblizaja si¢ w tempie
okreslonym przez ujemne wykladniki Lapunowa. Kropla fazowa, obrazujaca ewolu-
cje bliskich stanéw poczatkowych ukiadu, bedzie zmieniala swoj ksztalt, rozszerzajac
si¢ i kurczac zgodnie z wartosciami dodatnich i ujemnych wskaznikéw Lapunowa.
W trakcie ewolucji informacja o stanie poczatkowym uktadu bedzie «zapominana».
Miarg szybkosci utraty tej informacji jest entropia dynamiczna, definiowana jako
suma dodatnich wskaznikow Lapunowa.

Sprébujmy w sposdb bardziej nieformalny przyjrzeé si¢ znaczeniu wskaznikow
Lapunowa w teorii chaosu. Kazdy z nas posiada intuicj¢ pojgcia stabilnosci Iub
niestabilno$ci. Niestabilny jest np. stan olowka stojacego na szpicu albo ruch kulki
staczajacej si¢ po zboczu gory. Z kolei ruch tej kulki w dolinie bedzie stabilny.
Dokladniejszy wglad w stabilno$¢ ukiadu uzyskamy, jesli zanalizujemy zachowanie
matych odchylen od odpowiedniego rozwigzania (stanu stacjonarnego). W stanach
stacjonarnych warto$ci zmiennych fazowych nie zmieniaja si¢ czasie. Jednakze mate
odchylenia od stanéw stacjonarnych 8x = x\(f)-xi(r) beda juz si¢ zmieniaé w czasie
i tempo tych zmian bgdzie wyznaczone przez uklad liniowych réwnan rézniczkowych.
Rozwigzania tych rownan beda si¢ wyrazaé przez eksponenty typu (exp A.f), w ktorych
wystapia liczby A,, bedace wartosciami wlasnymi macierzy linearyzacji. Liczby te sa po
prostu wskaznikami Lapunowa. Jesli wszystkie wskazniki Lapunowa sa ujemne, to stan
ukladu jest stabilny. Jesli chociazby jedna z wartosci wskaznikéw Lapunowa byla
dodatnia, to stan uktadu jest niestabilny. Faktycznie wowczas odchylenia 5x, narastaja
w czasie. We wspomnianym przykladzie oléwka ustawionego na szpicu istnieje dodatnia
warto$é A, rtowna w przyblizeniu 10 s™. Wobec tego w czasie 10 s poczatkowe odchy-
lenie wzrosnie e'® =~ 10% razy. Znaczy to, ze oléwek utrzyma sig na szpicu przez 10 s,
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jesli poczatkowe odchylenie bedzie mniejsze od 10 cm. Liczba ta jest mniejsza niz
dlugosé Plancka. Nie jest mozliwe zadanie warunkow poczatkowych z taka doklad-
noscia.

W ogdlnym wypadku wskazniki Lapunowa moga by¢ zespolone. O stabilnosci
stanow uktadu decyduja wowczas czgsci rzeczywiste tych wartosci.

Analiza niestabilnoéci ruchu ukladu opiera si¢ na badaniu ewolucji matych
odchylen od zadanej trajektorii (a nie punktu stacjonarnego). Wskazniki Lapunowa
nie s3 juz w tym wypadku stale i zaleza od czasu. Trajektorie beda niestabilne, jesli
wérdd wskaznikédw Lapunowa znajdze si¢ chociaz jeden, ktorego czgsC rzeczywista
jest dodatnia, przy t— 0. Podkreslmy wazna wilasnos¢ wskaznikow Lapunowa — sa
one charakterystycznymi (albo wlasnymi) liczbami uktadu i nie zaleza od warunkow
poczatkowych ukladu. W ten sposdb stabilno$¢ albo niestabilno$¢ wyznaczona przy
ich pomocy jest wewnetrzng wiasnoscia badanego uktadu, a nie wynikiem zewngtrz-
nego oddziatlywania. To wlasnie z tego powodu wskazniki Lapunowa nadaja si¢ do
wykrywania chaosu.

Fakt istnienia prostych ukladow dynamicznych o zlozonym zachowaniu kaze
nam poddaé rewizji pewne pojecia w fizyce, ktorych znaczenie — jak si¢ wydawalo
— bylo ustalone raz na zawsze. I tak np. dla niestabilnych uktadow traci sens pojecie
uktadu izolowanego. Konieczne jest nowe spojrzenie na pojgcie przyczynowosci.
Tego rodzaju zmiany sa charakterystyczne dla nowego paradygmatu ztozonosci
w dynamice. Chociaz wiemy, ze istnienie chaosu deterministycznego w uktadach jest
ich wlasnos$cia typowa, to musimy mie¢ §wiadomos¢, ze jego efekty niekoniecznie
moga ujawniaé si¢ w interesujacych nas skalach czasu. Wazna jest charakterystyczna
Lapunowska skala czasowa x;pi jej relacja do rozwazanej skali czasowej. I tak dla
przewidywania ruchu komety z dnia na dzien nie ma potrzeby uwzgledniania tego
typu efektow. Gdy rozwazamy uklad w skali duzo mniejszej od charakterystycznej
skali czasowej, to bedzie on przewidywalny, natomiast w skalach czasowych
porownywalnych i wigkszych od stalej charakterystycznej uktad staje si¢ nieprzewidy-
walny i prognozowanie dlugoterminowe staje si¢ niemozliwe. Dlatego wiasnie
w mechanice nieba efekty chaosu beda wazne, gdy bedziemy pyta¢ o ostateczna
przysztosé ukladu stonecznego.

Zastanéwmy si¢ na zakonczenie nad pojeciem przyczynowosci. Zwykle pod
poje¢ciem przyczyny rozumiemy warunki poczatkowe, ktore zgodnie z dynamika
ukladu powadza do okreslonego skutku. W tym jezyku znalezienie zwiazku przy-
czynowego wymaga zrozumienia dynamiki poszczegolnych procesow przejsciowych.
Caly czas implicite zakladamy, Ze przyczyna i skutek sa wspotmierne (poréwnywal-
ne). Dla stabilnych (albo tzw. neutralnie stabilnych, dla ktérych czgsci rzeczywiste sa
rowne zeru) procesdw przyczyna i skutek sa zawsze wspolmierne. Natomiast dla
uktadow niestabilnych sytuacja jest diametralnie r6zna. Bardzo mata przyczyna moze
prowadzi¢ do skutku, ktérego skala jest nieporownywalna z przyczyna. Zwykle
w takich sytuacjach najczeSciej moéwimy, Ze przyczyna niewspolmiernosci jest
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niestabilnoéé, a nie male zaburzenie poczatkowe. Mamy tu do czynienia z istotnym
przesuni¢ciem pojeé: przyczyna staje si¢ wewngtrzna wlasnosé ukladu, a nie zewnetrz-
ne oddzialywanie. Ilustruje to nastgpujacy przyktad.

Rozwazmy dwie sytuacje. W pierwszej butelka Bordeaux stoi na srodku stolu
(stan stabilny). Kto$ przechodz kolo stotu, nieostroznym ruchem straca ja i butelka
si¢ rozbija. Kto jest winien? Oczywiscie winien jest czlowiek, ktory stracit butelke.

Rozwazmy drugi wariant: ta sama butelka stoi tym razem na samym brzegu stolu
(jej stan jest bliski niestabilnemu). Przelatuje mucha — butelka rozbija si¢. Kto jest tym
razem winien? Nikt o zdrowych zmystach nie obwini muchy za ten incydent. Powie
raczej, ze przyczyna zdarzenia lezy w niestabilnym potozeniu butelki. Winien jest ten,
kto ja tam postawil. U podstaw twierdzenia ,,Zdarzenie zaszlo przypadkowo” lezy
niestabilno$¢ uktadu dynamicznego. W analogiczny sposéb wilasnos¢ WNC lezy
u podstaw zlozonego zachowania ukiadu.
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Rysunek 1. Przekroje Poincarégo na ptaszczyznie (p,,q,) dla ukladéw chrakteryzujacych si¢ (a)
ruchem do punktu stacjonarnego, (b) ruchem cyklicznym, (c) ruchem okresowym
o podwojonym okresie, (d) ruchem zlozonym, chaotycznym.

Rysunek 2. Klasyfikacja zachowan w otoczeniu punktow krytycznych dla ukladéw na plasz-
czyznie w zaleznosci od §ladu i wyznacznika macierzy linearyzacji ukladu w tym

punkcie.
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Rysanek 3. Powstawanie cyklu granicznego ze stacjonarnego stanu stabilnego w drodze
bifurkacji Hopfa. Parametrem sterujacym jest liczba Reynoldsa, wraz z ktorej
wzrostem obserwujemy kreacje stabilnego cyklu granicznego.
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Rysunek 4. Rysunek ilustruje dlaczego ztozone zachowanie jest‘ niemozliwe na plaszczyznie,
gdzie zapetlenie trajektorii musi prowadzié do samoprzecigcia.
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Rysunek S. Solenoid definiuje przekroj Poincarégo dla pewnego przeplywu w czterowymiarowej

przestrzeni. Solenoid jest efektem rozciggnigcia torusa wzdluz jednego wymiaru
i owinigcia go wokot samego siebie. Na przekroju poprzecznym otrzymamy zbiory
fraktalne powtarzajac konstrukcj¢ ad infinitum.

Rysunek 6. Przekroje Poincarégo trajektorii ukiadu Henona-Heilesa powierzchnia:

dx/dt oxis

0.6

0.0

-o.

I,=gq, =0, p, = QE-p;—q, + g})'”. Badanie punktdéw przecigcia z ta po-
wierzchnia moze nam dostarczy¢ waznych informacji o asymptotycznym za-
chowaniu ukladu. Na rysunkach obserwujemy koegzystencje obszaréw, w ktérych
kolejne punkty przecigcia leza wzdluz krzywej (wtedy numerycznie liczone
wskazniki Lapunowa przyjmuja wartoSci bliskie zeru) lub leza w obszarze
chaotycznym, gdzie punkty przecigcia rozktadajg si¢ przypadkowo. Gdy E—0,123
obserwujemy przejscie do chaosu.
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