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Stanistaw Les$niewski

O podstawach filozoficznych teorii mnogosci’

Przedrukowany poniiej tekst recenzji (zamieszczonej pierwotnie w Przegladzie
Filozoficznym r. XVII(1914) z. 4 5. 488-5-7) wart jest — naszym zdaniem przypo-
mnienia — z co najmniej trzech powodow. Po pierwsze, tekst ten rzuca pewne dodatkowe
Swiatlo na poglady filozoficzne Stanislawa LesSniewskiego z tego okresu; niewielka
liczba publikacji, ktére w ogéle oglosil twérca mereologii, sprawia, ze kazdy jego artykul
stanowi bezcenne Zrédlo do poznania jego éwczesnego stanowiska. Po drugie, znaj-
dujemy w tym tekscie pewne idee, ktore zostaly rozwinigte dwa lata péziniej w Pod-
stawach ogolnej teorii mnogosci. Po trzecie wreszcie, tekst ten stanowi zywy przykiad
precyzyjnej analizy krytycznej, o ktérej juz za zycia Lesniewskiego krqzyly legendy.

Uwaga: przypisy redakcji zostaly zaznaczone gwiazdkami, a pochodzqce od redakcji
wstawki w tekscie glownym — ujete w nawiasy kwadratowe.

Redakcja

Teoria mnogosci na ,,podstawach
filozoficznych” Benedykta Bornsteina.
(Recenzja rozprawy dra Bomsteina pt.

,»JPodstawy filozoficzne teorii mnogosci™')

Dr Benedykt Bornstein napisat rozprawe, w ktorej staral si¢ zaopatrzy¢ teorig
mnogo$ci w ,,podstawy filozoficzne’”: uwazat on, iz do pewnych sprzecznosci, ktore
daja si¢ widzie¢ w teorii mnogosci, prowadzi nie sama teoria mnogosci, lecz bigdne jej
uzasadnienie filozoficzne,? a poglad taki na stan rzeczy, panujacy w teorii mnogosci,
stanowil wlasnie zapewne genez¢ pragnienia autora, by przysporzy¢ tej nauce trochg
mysli, ktére by ja mogly ,.filozoficznie” uzasadnié.

* Tytut pochodz od redakcji.
! Przeglaqd Filozoficzny, 1914, z. 2.
2 Lec.,s. 193,
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Teoria mnogosci jest dyscyplina teoretyczna, ktorej takie lub inne losy posiadaja
pierwszorzedne znaczenie naukowe: z jednej strony — od pewnego czasu problematy
jej staja si¢ opoka, na ktorej sg rozwiazywane rozmaite wazne zagadnienia analizy
matematycznej i geometrii; z drugiej strony — zwiazek teorii mnogosci z licznymi
badaniami w zakresie ,,logistyki”, ,logiki klas” i metafizyki czyni ja pomocnym
narz¢dziem pracy na polu tzw. nauk , filozoficznych”.

Teoria mnogosci powstala dopiero w ostatnich dziesigcioleciach wieku ubiegtego,
jest wigc nauka mioda; kwestie ,,podstaw’” stanowia dotychczas jeden z najstabszych
punktow w systemie tej nauki, sa wciaz opracowywane z rozmaitych punktéw
widzenia, czynia tedy z rozprawy p. Bornsteina prace, posiadajaca charakter
naukowej ,,aktualnosci” ...

Zadaniem notatki niniejszej jest zdanie sprawy z wartosci pracy p. Bornsteina
w zakresie analizy podstaw teorii mnogosci: mam tu zamiar odpowiedzieC na pytanie,
czy i w jakim stopniu ,,podstawy filozoficzne™ teorii mnogosci, wykoncypowane
przez p. Bornsteina, przyczyniaja si¢ do usunigcia z tej nauki jakich$ sprzecznosci,
tkwigcych w niej dotad, do uzasadnienia tego, co jest dotychczas nieuzasadnione,
a wyjasnienia tego, co nie jest jasne.

1. TERMINY -, ILOSC” I ,,LICZBA” U P. BORNSTEINA

Na poczatku ust¢pu I rozprawy p. Bornsteina® znajdujemy zdanie nastgpujace:
,,Jezeli mnogos¢ elementow, z ktorych kazdy istnieje indywidualnie”, ,.tj. jako rézna
od innych jednostka, rozpatrujemy tylko jako mnogosé jednostek, to rozpatrujemy ja
z punktu widzenia ilosci, przy czym ta mnogo$¢ jednostek stanowi wilasnie ilosé,
wzglednie liczbe istniejacych indywidualnie elementéw danej mnogosci”. Poniewaz,
jak widzimy z tego zdania, wyrazenie ,,istnieje indywidualnie”™ jest tu interpretowane
przez wyrazenie ,,istnieje jako rozna od innych jednostka”, wigc cale zdanie nalezy
interpretowac tak: ,,Jezeli mnogos¢ elementow, z ktorych kazdy istnieje jako rézna od
innych jednostka, rozpatrujemy tylko jako mnogos$¢ jednostek, to rozpatrujemy ja
z punktu widzenia ilosci, przy czym ta mnogo$¢ jednostek stanowi wlasnie ilo$¢,
wzglednie liczbg istniejacych jako jednostki, rézne od innych, elementy danej
mnogosci”. Stad za$: przez wyrazenie ,ilo$¢, wzglednie liczba elementow danej
mnogosci, istniejacych jako jednostki, rozne od innych” rozumie p. Bornstein
mnogos¢ jednostek, jako ktora sig ,,rozpatruje” mnogosé dana. Mozliwe tu sa dalej
dwie ewentualnosci: albo si¢ ,,rozpatruje” mnogos¢ dana jako taka mnogosé
jednostek, jaka jest mnogos¢ dana, albo tez ,,rozpatruje” si¢ ja jako taka mnogosé
jednostek, jaka mnogos$¢ dana nie jest. Druga z tych ewentualnosci wskazywalaby na
to, ze si¢ ,,rozpatruje” dana mnogos¢ biednie, jest bowiem z koniecznoscia bigdne
takie ,,rozpatrywanie” jakiego$ przedmiotu, ktore polega na tym, ze si¢ go ,,rozpat-

3 Le., s. 183.



O podstawach filozoficznych teorii mnogosci 125

ruje”, jako taki, jakim dany przedmiot nie jest. Gdyby pewna mnogos¢ m jednostek
byla ,,iloécia, wzglednie liczba” ,,istniejacych indywidualnie” elementéw mnogosci
danej juz w takim razie, kiedy dana mnogos¢ jest ,,rozpatrywana” jako mnogo$¢
m — niezaleznie od tego, czy mnogo$é dana jest m, czy tez nie jest m, to znaczy
niezaleznie od tego, czy ,,rozpatrywanie” jej jest biedne, czy poprawne, to dana
mnogo$¢ mialaby tyle ,.ilosci, wzglednie liczb”, ile by byto réznych — poprawnych lub
blednych — jej ,,rozpatrywan”; wystarczyloby nadéwczas, aby mnogos¢ dana byla
,,Tozpatrywana” raz jako mnogo$¢ m jednostek, innym znéw razem jako rézna od
mnogosci m mnogo$¢ jednostek n — do tego, by kazda z dwdch réznych od siebie
mnogosci jednostek — m oraz n — byla ,,iloscia, wzglednie liczba™ jednej i tej samej
mnogos$ci danej. Konsekwencja taka bylaby sprzeczna ze stanowiskiem p. Born-
steina, ktory uwaza np. ze nawet dwom mnogosciom rownowaznym o elementach
Listniejagcych indywidualnie” odpowiada jedna tylko liczba, co byloby niemozliwe,
gdyby ktoérejkolwiek z tych mnogosci odpowiadaly dwie liczby rézne. Poniewaz tedy
prowadzi do sprzecznosci ze stanowiskiem teoretycznym p. Bornsteina przypusz-
czenie nasze, iZ pewna mnogos¢ m jest dla p. Bornsteina ,,iloscia, wzglednie liczba”™
,istniejacych indywidualnie” elementéw mnogosci danej juz w takim razie, kiedy
dana mnogos$¢ jest ,,rozpatrywana” jako mnogo$¢ m — niezaleznie od tego, czy
mnogo$¢ dana jest m, czy tez nie jest m — wigc pozostaje tylko przypuszczenie drugie,
iz mnogos¢ m uwaza p. Bornstein za ,,ilo$¢, wzglednie liczbg” ,.istniejacych in-
dywidualnie” elementéw mnogosci danej nie juz wtedy, gdy dana mnogosC jest
,,rozpatrywana” jako mnogo$¢ jednostek m, lecz dopiero wtedy, gdy mnogos¢ dana
jest rzeczywiscie mnogoscia jednostek m. Wypada stad wigc, iz jakas mnogosc
m moze by¢ ,,iloscig, wzglednie liczbg™ dla samej tylko mnogosci m, to znaczy dla
samej siebie: tak tedy ,,iloscia, wzglednie liczba” mnogosci danej moze by¢ tylko sama
mnogo$é dana; inaczej — dowolna mnogosé jednostek, réznych od innych, oraz ,,il0s¢,
wzglednie liczba™ tej mnogosci — sa tym samym przedmiotem; tak wiec:

(D) iloscia mnogosci M moze by¢ tylko mnogosé M;

(I1) liczba mnogosci M moze by¢ tylko mnogosé M.

Z porownania tez (I) i (II) wypada:

(II1) ilo$¢ mnogosci M oraz liczba mnogosci M sa tym samym przedmiotem.

Odnoénik 2 rozprawy p. Bornsteina* brzmi: ,,Miedzy iloscia a liczba istnieje tu
taka rdznica, jak np. migdzy bialoscia rzeczywista a pojgciem biatosci; ilosé bowiem
jest cecha rzeczywista mnogosci elementdw istniejacych indywidualnie, liczba zas jest
odpowiednikiem pojgciowym tej cechy”.

Z odnosnika tego widzimy, iz ilo§¢ mnogosci jest cechg tej mnogosci, a wigc nie
jest sama mnogoscig, liczba za§ mnogosci jest pojeciem pewnej cechy mnogosei,
a mianowicie pojeciem m ilosci; wypada stad, iz liczba danej mnogosci nie jest jej
iloscia, albowiem jest pojgciem iloSci mnogosci, i nie jest tez sama dang mnogoscia,

* Le.
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albowiem sama mnogos¢ i pojecie pewnej cechy tej mnogosci (w naszym wypadku
pojecie ilosci) nie moga by¢ tym samym przedmiotem. Tak wigc:

(IV) iloscia mnogosci M nie moze by¢ mnogos¢ M;
(V) ilos¢ mnogosci M oraz liczba mnogosci M nie s3 tym samym przedmiotem;
(VI) liczba mnogosci M nie moze byé mnogosé M.

Teza (I) jest sprzeczna z teza (IV), teza (II) — z teza (V1), teza (III) — z teza (IV).
Tak wigc analiza dwoch terminéw p. Bornsteina — ,,ilo§¢” oraz ,liczba” — do-
prowadzila nas juz do stwierdzenia trzech sprzecznosci w jego ,filozoficznej”
koncepciji.

2. TERMINY -, ISTNIEJACY INDYWIDUALNIE”
I ,,ISTNIEJACY FORMALNIE” ~ U P. BORNSTEINA

Z cytatu z pracy p. Bornsteina, przytoczonego na poczatku ustgpu 1, widzimy, iz
przez element mnogosci ,,istniejacy indywidualnie” rozumie p. Bornstein taki
element, ktory istnieje ,,jako rozna od innych jednostka”. Nie spotykam si¢ w pracy
p. Bornsteina z definicja wyrazu ,,jednostka”, cheg wigc interpretowaé w wyrazeniu
powyzszym wyraz ,,jednostka” w taki sposob, by mdgt on oznaczaé wszelki ,,jeden
przedmiot” (tak, jak si¢ zdaje, ten ,,trudny” wyraz jest uzywany w przewaznej ilosci
wypadkéw); ze zas kazdy przedmiot moze by¢ niewatpliwie z pewnego stanowiska
rozwazany jako ,,jeden przedmiot™, wigc wyraz ,,jednostka’ moze oznaczaé tylez, co
wyraz ,,przedmiot”. Przy takiej interpretacji wyrazu ,,jednostka” (a innej, jak juz
zaznaczylem, p. Bornstein nie podaje) — elementem mnogosci ,,istniejacym in-
dywidualnie” bylby kazdy taki przedmiot, ktory istnieje jako przedmiot, rézny od
innych przedmiotow. Kazdy jednak przedmiot jest przynajmniej numerycznie rézny
od innych przedmiotéw, jezeli wigc moina powiedzeé o jakimkolwiek przedmiocie,
Ze ,,istnieje”’, to mozna o nim z pewnoscia powiedzec i to, ze istnieje jako przedmiot,
réiny od innych przedmiotéw; w ten sposdb wszelki ,,istniejacy”” element mnogosci
»istnieje indywidualnie”; inaczej — elementem mnogosci, ,.istniejacym indywidual-
nie”, jest wszelki element mnogosci, ktory ,istnieje”. Nie spotykam si¢ w rozprawie p.
Bornsteina z definicja wyrazu ,,istniejacy”; musz¢ wigc interpretowaé wyraz ten ,,na
wlasna rgke”, jak to juz uczynilem z niezdefiniowanym przez p. Bornsteina wyrazem
.jednostka”. W rozprawie swojej ,,Przyczynek do analizy zdan egzystencjalnych™s
interpretowalem zdanie typu ,,4 istnieje” przez zdanie typu ,,Pewien przedmiot jest
A”. Poniewaz w zastosowaniu do kazdego elementu dowolnej mnogosci jest prawda,
iz pewien przedmiot jest tym wilasnie elementem danej mnogosci, wigc ,,istnieje”
w tym sensie kazdy element dowolnej mnogosci. Nadajmy teraz wyrazowi ,ist-

% S. Leéniewski, ,,Przyczynek do analizy zdan egzystencjalnych™, Przeglqd Filozoficzny,
1911. [Przedruk w: Filozfia Nauki r. 11(1994) nr 1, s. 117-143.]
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niejacy” funkcje inna: przypusémy, jak to nieraz czynia matematycy,’® iz wyraz
,,istniejacy” znaczy ,,wolny od sprzecznosci”. I w tym sensie kazdy element dowolnej
mnogosci ,.istnieje”, poniewaz, jak kazdy w ogdle przedmiot, nie moze on byé
sprzeczny, musi tedy byé ,,wolnym od sprzecznosci’ (zaznaczam, iz zasad¢ niesprzecz-
nosci uznaje i p. Bomstein, ktory si¢ postuguje tg zasada np. przy dowodzie lematu
3%). Przy obu wigc interpretacjach wyrazu ,,istnieje” (a swojej interpretacji tego
wyrazu p. Bornstein, jak juz zauwazylem, nie podaje) — kazdy element dowolnej
mnogosci ,istnieje”’; poniewaz jednak, jak widzieliSmy wyzej, elementem mnogosci,
,istniejacym indywidualnie”, jest wszelki element mnogosci, ktory ,,istnieje’””, wigc:

(VII) kazdy element kazdej mnogosci ,,istnieje indywidualnie™.

Na stronicy 187 w rozprawie p. Bornsteina® znajdujemy ustgp nastepujacy:
,,Podobnie jak o elementach, danych indywidualnie (aktualnie, materialnie), podob-
nie tez o elementach pewnej mnogosci, danych formalnie, méwié bedziemy, ze
istnieja formalnie™. Z nieksztattnego tego zdania (gdyby si¢ je chciato ujaé scisle, to by
si¢ doszto do wniosku, iz o elementach ,,danych indywidualnie” ,,b¢dzie mowit” p.
Bornstein, Ze ,,istnieja one formalnie”, co by bylo sprzeczne z innymi wypowiedziami
p. Bornsteina), nalezy si¢ prawdopodobnie domysla¢, iz podobnie jak o elementach,
,,danych indywidualnie”, moéwi p. Bornstein, Ze ,.istnieja indywidualnie” — mowié
bedzie o elementach ,,danych formalnie”, ze ,,istnieja formalnie”. Tak wi¢c przez
element ,,istniejacy indywidualnie” rozumie tu p. Bornstein wszelki element, ktory
jest ,,dany indywidualnie”, Chcac zdaé sprawg z tego, co znaczy u p. Bornsteina
wyrazenie ,,clement dany indywidualnie”, biore nastgpujacy ustep ze stronicy 186:'
,,Mnogosé skonczona moze byé dana albo za pomoca wyszczegoOlnienia jej elemen-
toéw, albo tez za pomoca podania ogdlnej definicji lub tez prawa tworzenia jej
elementow. W pierwszym przypadku moéwi¢ bedziemy, ze elementy mnogosci dane sa
indywidualnie (aktualnie, materialnie), w innych — ze dane s3 formalnie.” Z ust¢pu
tego widzimy, iz przez element ,,dany indywidualnie” rozumie p. Bornstein element
mnogosci, ktora ,,jest dana za pomoca wyszczegélnienia jej elementow’. P. Bornstein
nie podaje definicji wyrazu ,,dana”: przypuszczam, Ze wyraz ten w niezupehie dla
mnie jasnym wyrazeniu ,,dana za pomoca wyszczegolnienia jej elementow’ znaczy
mniej wiecej tylez, co ,,okreslona”, ,,wyznaczona’ lub co§ podobnego. W tym sensie
nie moglaby by¢ ,,dana za pomoca wyszczegolnienia jej elementow’ zadna mnogosé
nieskoniczona, jak np. mnogos¢ wszystkich liczb, zadna bowiem taka mnogo$¢ nie

¢ Por. np. H. Poincarf, Nauka i metoda; przektad M.H. Horowitza, Warszawa-Lwow
1911, 5. 137 1 138.

7 Por. Stanistaw Lesniewski, ,,Préba dowodu ontologicznej zasady sprzecznosci”, Przeglqd
Filozoficzny, 1912. [Przedruk w: Filozfia Nauki 1. 11(1994) nr 2, s. 117-147.]

¥ [B.] Bornstein, lc., s. 185.
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moze by¢, jak wiemy, ,,wyznaczona” za pomoca wyszczegOlnienia wszystkich jej
elementéw. Tak wigc nie kazda mnogosé jest ,,dana za pomoca wyszczegdlnienia jej
elementow”. W mysl powyzszej definicji wyrazenia ,,element dany indywidualnie”
—nie jest ,,danym indywidualnie” zaden element takiej mnogosci, ktora nie jest ,,dana
za pomoca wyszczegllnienia jej element6w™; tak wigc nie kazdy element mnogosci
jest ,,dany indywidualnie”. Poniewaz jednak, jak widzeliémy nieco wyzej, przez
element , istniejacy indywidualnie”, rozumie p. Bornstein element ,,dany indywidual-
nie”’, wigc nie kazdy element mnogosci ,.istnieje indywidualnie”. Mamy wigc:

(VIII) nieprawda jest, ze kazdy element kazdej mnogosci ,,istnieje indywidualnie™.

Przyjrzyjmy si¢ przez chwil¢ mnogosci liczb naturalnych, mniejszych od 4.
Mnogosé ta moze byé, rzecz prosta, ,,wyznaczona’’ za pomoca wyszczegOlnienia jej
elementéw — 1, 2 i 3, z czego wypada, iz kazdy z tych wlaénie elementdw jest ,,dany
indywidualnie”, inaczej — ,,istnieje indywidualnie”. Powsta¢ moze kwestia, czy
elementy te, to znaczy liczby — 1, 2, 3 —,,istnieja’” rowniez ,,formalnie™. Z cytowanego
wyzej ustepu pracy p. Bornsteina ze stronicy 187'' widzimy, iz przez element,
»istniejacy formalnie”, rozumie p. Bornstein wszelki taki element, ktory jest ,,dany
formalnie”: elementem za$ ,danym formalnie” nazywa, jak widzeliSmy wyzej
w ustepie ze stronicy 186, element takiej mnogosci, ktora jest ,,dana za pomoca
podania ogodlnej definicji lub tez prawa tworzenia jej elementéw”. Mnogos$é liczb
naturalnych, mniejszych od 4, jest taka wlasnie mnogoscia, albowiem jest ,wy-
znaczona” (,,dana”, jak mowi p. Bornstein) przez wyrazenie ,liczba naturalna,
mniejsza od 47, ktore, jak moéwia matematycy, ,,definiuje” wszystkie elementy tej
mnogosci, a wige jest ich ,,definicja”. Wypada stad, iz kazdy z elementoéw mnogosci
liczb naturalnych, mniejszych od 4, to znaczy kazda z liczb — 1, 2, 3 — jest ,,dana
formalnie”; z definicji za§ w takim razie kazda z liczb — 1, 2, 3 — ,,formalnie istnieje”.
WidzieliSmy przedtem, ze te same liczby — 1, 2, 3 — ,,istnieja”’ réwniez ,,indywidual-
nie”’; wypada stad [ze]:

(IX) niektore elementy mnogosci, ,,istniejace formalnie”, ,istnieja indywidual-

nie”.

Na stronicy 187" znajdujemy u p. Bornsteina jeszcze ustgp taki: ,,Trzeba tu przy
tym jasno sobie uprzytomni€, ze termin ,,istnienie formalne” elementéw jest tylko
sposobem wygodnym wyrazania si¢, nie oznacza jednak zupehie rodzaju bytu
poszczegdlnych elementédw: przeciwnie, oznacza on, jak wiemy, ze elementy mno-
gosci, jako takie, jako elementy poszczegdlne, nie istnieja, istnieje za$ istotnie, przy
tym jako indywiduum, tylko ich forma, tj. prawo tworzenia lub odnosna definicja”.

11 Le.
12 Le.
13 Le.
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Podkresla wiec tu p. Bornstein z catlym naciskiem, iz termin ,,istnienie formalne”
elementéw ,,0znacza”, ze elementy mnogosci ,,jako takie, jako elementy poszczegdl-
ne, nie istnieja’’; poniewaz wyrazenie ,nie istnieja, jako takie, jako elementy
poszczegblne” ma zapewne znaczyé tylez, co ,,nie istnieja indywidualnie”, wigc
wypada ze zdania powyzszego, iz elementy, ktorym przystuguje ,,istnienie formalne”
,.nie istnieja indywidualnie”. Tak tedy:

(X) zaden element mnogosci, ,.istniejacy formalnie”, nie ,,istnieje indywidual-
nie”.

Teza (VIII) jest sprzeczna z teza (VII), a teza (IX) —z teza (X). Analiza wigc jeszcze
dwoch terminéw, ktorymi operuje p. Bornstein, doprowadzila do stwierdzenia
nowych sprzecznosci w jego ,,filozoficznych podstawach”.

3. ,LEMAT 2” P. BORNSTEINA

Swdj ,,lemat 2” formutuje p. Bornstein: ,,W mnogosci elementow, istniejacych
indywidualnie, cz¢sci wlasciwej tej mnogosci nie moze odpowiadac ta sama liczba, co
calodci”. Wiemy juz z ustepu 2, ze na stronicach 183 i 187 podaje p. Bornstein dwie
rome interpretacje wyrazenia ,istniejacy indywidualnie”; dwie te interpretacje
prowadza do dwdch sprzecznych pomiedzy soba rezultatow, ktorym sa tezy (VII)
i (VIII). Interpretujac tedy ,,Jemat 2 p. Bornsteina, musz¢ nadaé w nim wyrazeniu
»istniejacy indywidualnie” kolejno oba wykluczajace si¢ wzajemnie znaczenia.

W pierwszym wypadku (A) ,Jlemat 2” p. Bornsteina przybierze posta¢ na-
stepujaca: ,,W mnogosci elementdw, istniejacych jako jednostki, rézne od innych,
czgsci wlasciwej tej mnogosci nie moze odpowiadaé ta sama liczba, co calosci”.

W drugim wypadku (B) ,lemat” bedzie wygladat tak: ,,W mnogosci elementow,
danych indywidualnie, czesci wlasciwej tej mnogosci nie moze odpowiadaé ta sama
liczba, co catosci™.

W obydwu wypadkach moze tkwié pewna dwuznacznos¢ w wyrazie ,,odpowia-
daé”, uzytym w zastosowaniu do ,,liczby”. Moga si¢ tu narzucaé od razu dwie takie
interpretacje:

(a) ,liczba m odpowiada mnogosci M™ znaczy ,liczba m jest liczba mnogosci
M7
(b) ,liczba m odpowiada mnogosci M” maczy ,liczba m jest rownowaina
mnogosci M™,
Interpretacja (a) nie daje si¢ tu zastosowaé, albowiem, jak wiemy z tezy (II), liczba
mnogosci M moze byé tylko sama mnogos¢ M, sama wigc tylko mnogosé M moze
w tym sensie by¢ liczba ,,odpowiadajaca” mnogosci M; liczba tedy, ,,odpowiadajaca™

Y Lc.,s. 184.
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mnogosci M, nie moze ,,odpowiadaé” jakiej$ innej (nawet rownowaznej z mnogoscia
M) mnogosei N, ktorej, jak wiemy, moze ,,odpowiadaé” jako liczba, jedynie sama
mnogo$¢ N; jedna i ta sama liczba nie moze wige ,,odpowiadaé” w tym sensie dwom
mnogosciom réwnowaznym, co stoi w sprzecznoéci z lematem 1 p. Bornsteina,
stwierdzajacym, iz ,,dwom mnogosciom réwnowaznym o elementach, istniejacych
indywidualnie, odpowiada ta sama liczba™.!®

Wobec sprzecznosci, do ktorej prowadzi interpretacja (a) wyrazu ,,odpowiadaé”,
bede przy analizie ,lematu 2” p. Bornsteina stosowat interpretacje (b).

Po tym wyjasnieniu ,,Jlemat 2” w wypadku (A) przybierze postaé nastepujaca: ,,W
mnogosci elementow, istniejacych jako jednostki, rozne od innych, cz¢sci wlasciwej
tej mnogosci nie moze byé rownowazna ta sama liczba, co calosci”.

Ustalilem juz w ustgpie 2, iz kazdy element kazdej mnogosci istnieje jako
jednostka, réma od innych (teza (VII)); kazda tedy mnogo$é jest mnogoscia
clementéw, istniejacych jako jednostki, rézne od innych; moina wiec sformulowaé
»lemat 2 (A) krécej: ,,W zadnej mnogosci czesci wlasciwej tej mnogosci nie moze byé
rownowazna ta sama liczba, co catoséci”.

W sformulowaniu takim ,lemat 2” p. Bornsteina jest teza falszywa: zadna
mnogos$¢ nadskonczona nie ulega temu ,,lematowi”; przyklad: mnogosci wszystkich
liczb parzystych, ktdra jest czgscia wlasciwa mnogosci wszystkich liczb naturalnych,
jest rtownowazna ta sama liczba, co mnogosci wszystkich liczb naturalnych; komen-
tarz: uwazajmy’ mnogo$é wszystkich liczb catkowitych ujemnych; w mysl tezy (VII)
kazdy element tej mnogosci (nazwijmy ja ,,U”") ,.istnieje indywidualnie”; mnogosé
U jest, jak wiemy z elementarnej teorii mnogosci, rOwnowaina zaréwno mnogosci
wszystkich liczb parzystych, jak mnogosci wszystkich liczb naturalnych; poniewaz
mnogosé U jest, jak widzieliémy, liczba (a mianowicie liczba samej mnogoéci U), wiec
mozemy ustali¢, iz mnogosci wszystkich liczb naturalnych jest rGwnowazna ta sama
liczba, co wlasciwej czgsci tej mnogosci.

W wypadku (B) ,lemat 2” p. Bornsteina, stanowiac tez¢ prawdziwa, jest
trywialnie prosta konsekwencja znanego z elementarnej teorii mnogosci twierdzenia,
ze mnogos¢ skonczona nie moze by¢ rownowaina swej wlasciwej czesci. Komentarz:
poniewaz, jak wiemy z analizy cytowanego wyZej ustgpu pracy p. Bornsteina ze
stronicy 186,' eclementem ,,danym indywidualnie” jest element mnogosdi, ,,wy-
naczonej” za pomoca wyszczegolnienia jej elementow, wigc mnogos¢ elementow,
»danych indywidualnie™ jest mnogoscia elementéw mnogosci, ,,wyznaczonej” za
pomoca wyszczegllnienia jej elementéw, czyli jest mnogoscia, ,,wyznaczong” za
pomoca wyszczegolnienia jej elementéw; mnogos$é taka musi byé mnogoscia skon-
czona, gdyby bowiem taka nie byla, nie mogiby by¢ dokonany proces wyszczegdl-

IS Por. Ic., s. 183.
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nienia nieskoniczonego szeregu jej elementow, nie moglaby wigc ta mnogosé byé za
pomoca wyszczegOlnienia jej elementdéw ,,wyznaczona”; jako za$§ mnogosé skon-
czona, nie moze ona by¢ robwnowazna swej wlasciwej czgsci.

Zarbéwno przy interpretacji (A), przy ktorej ,lemat 2” p. Bornsteina jest teza
falszywa, jak przy interpretacji (B), przy ktorej ,,Jemat” ten jest trywialna prawda, nie
wynika on z przedstawionego przez p. Bornsteina ,,dowodu’: ,,dowdd” ten jest
jednym z brutalnych przykiadéw blednych rozumowan, ktorymi tak wspanialomysi-
nie szafuje p. Bornstein. Przytaczam ,,dow6d” p. Bornsteina in extenso, aby utatwic
kontrole mojej krytyki czytelnikom — na wypadek, jezeli si¢ tacy znajda.

,,Niech M bedzie mnogoscia elementow, z ktorych kazdy istnieje indywidualnie,
m za$ odno$na mnogoécia jednostek, tj. liczba, odpowiadajaca mnogosci M. Niech
dalej N bedzie mnogoscia innych elementéw istniejacych indywidualnie, n zas
odnos$ng mnogoscig jednostek, tj. liczba, odpowiadajaca mnogosci N. Dolaczmy
elementy mnogosci N do elementow mnogosci M i utworzmy w ten spos6b mnogosé
M + N; wtedy liczba odpowiadajaca mnogosci M + N bedzie —na zasadzie definicji
liczby, odpowiadajacej mnogosci elementdw istniejacych indywidualnie — mnogosc,
skladajgca si¢ z m oraz n jednostek (m + n jednostek). Mnogo$¢ jednak skladajaca si¢
Z m oraz n jednostek nie moze by¢ ta sama, co liczba odpowiadajaca cz¢sci wlasciwej
tej mnogosci — M. A wigc w mnogosci elementdw, istniejacych indywidualnie, czgsci
wladciwej tej mnogosci nie moze odpowiadaé ta sama liczba, co catosci”."”

,,Dowod” tu sformulowany zawiera w sobie przynajmniej dwa bledy.

Btad I: nieprawda jest, ze liczba, ,,odpowiadajaca” mnogosci M + N, musi byé
mnogo$é, skladajaca sic z m + n jednostek. Komentarz: uwazajmy’” dwie na-
stepujace mnogosci: (1) mnogosé synoéw Jakuba (niech to bedzie mnogosé ,,M™); (2)
mnogo$¢ apostolow (niech to bedzie mnogosé ,,N”’); kazdy element mnogosci M, jak
rowniez kazdy element mnogosci N, ,,istnieje indywidualnie” w obu przyjmowanych
przez p. Bornsteina, a wspominanych przeze mnie wyzej znaczeniach wyrazenia
,,istniejacy indywidualnie™; tak wiec zaréwno mnogosé M, jak mnogo$¢ N, posiadaja
liczby; na podstawie tezy (II) — liczba mnogosci M jest mnogos¢ M, liczba zas
mnogosci N jest mnogos$é N; poniewaz wiec zardwno mnogo$¢ M, jak mnogos$é N sa
liczbami, mozemy przy wyrazach ,M” oraz ,N” dodawaé¢ dowolnie — wyraz
,,mnogos¢” lub tez wyraz ,liczba’; poniewaz mnogosci M i N s3 z zalozenia
rownowazne, wigc mozemy napisaé:

(1) mnogos¢ M jest rownowazna liczbie N,

(2) mnogosc N jest rownowazna liczbie M.

Poniewaz, jak juz wyjasnilem na poczatku niniejszego ustgpu 3, wyrazenie ,.liczba
m odpowiada mnogosci M™’ znaczy u p. Bornsteina wiasnie tyle, co wyrazenie , liczba
m jest rGwnowaima mnogosci M™’, wigc moge dwa zdania powyzsze sformutowac tak:

7 Le.,s. 184 i 185.
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(1) mnogosci M ,,odpowiada” liczba N,
(2) mnogoséci M ,,odpowiada” liczba N.

Kladac m = N, a n = M, otrzymuje:

(1) mnogosci M ,,odpowiada” liczba m,
(2) mnogosci N ,,odpowiada” liczba n.

Jezeli przyjmiemy kwestionowane przeze mnie pod rubryka ,,Blad I”’ twierdzenie
p. Borsnteina, to z dwoch zdan powyzszych otrzymujemy: mnogosci M + N ,,0d-
powiada” mnogo$¢, sktadajgca si¢ z m + n jednostek. Atoli — ,,byé mnogoscia,
skladajaca si¢ zm + n jednostek” znaczy to ,,by¢ mnogoscig jednostek, ktdrej moca
jest m + n. Tak wigc mnogosci M + N ,,odpowiada” mnogo$é jednostek, ktorej
moca jest m + n. Zast¢pujac z powrotem ,m” przez , N, a ,n” przez ,M”,
otrzymujemy:

mnogosci M + N ,,odpowiada” mnogo$é¢ jednostek, ktdrej moca jest N + M;
stad:

mnogosé M + N jest rtownowazna mnogosci, ktorej moca jest M + N.

Poniewaz mnogo$¢ M + N jest rownowazna mnogosci, ktérej moca jest M + N,
wigc musi si¢ znaleZé pewna taka mnogo$é, ktorej moca jest M + N (gdyby bowiem
takiej mnogosci nie bylo, to nie moglaby zadna mnogo$¢ byé tej mnogosci réwnowaz-
na); tak tedy mnogo$¢ M + N jest moca jakiej§ mnogosci; podstawiajac zamiast ,M”
i,,N” ich poczatkowe znaczenia, otrzymujemy:

suma mnogosci synéw Jakuba i apostoléw jest moca jakiej§ mnogosci; stad zas:
pewna mnogosé ludz, posiadajaca moc 24, jest moca jakiej§ mnogosci.

Whiosek ten jest oczywiscie nonsensowny; sama mnogos¢ ludzi, posiadajgca moc
24, nie moze by¢, rzecz prosta, moca zadnej mnogosci; moca jakiejs mnogosci moze
by¢ co najwyzej moc mnogosci ludz, posiadajacej moc 24 — to znaczy sama moc 24.

Btiad II: nieprawda jest, ze mnogos¢ sktadajaca si¢ z m + n jednostek, nie moze
by¢ ta samg, co mnogosé, sktadajaca si¢ z m jednostek. W my$l wyjasnied moich
w ustepie pod rubryka ,,Blad I”” — wyrazenie ,,mnogos¢, sktadajaca si¢ zm + n jedno-
stek” oznacza mnogos¢ jednostek, ktorej moca jest m + n, wyrazenie zas ,,mnogosé
skladajaca si¢ z m jednostek™ oznacza mnogosé jednostek, ktorej moca jest m; tak
wigc teza p. Bornsteina, podana przeze mnie pod rubryka ,,Blad II”’, moze byé
sformutowana w syoséb nastgpujacy: ,,mnogosé jednostek, ktérej moca jest m + n,
nie moze byé ta famg, co mnogo$é jednostek, ktorej moca jest m”. Uwazajmy™"
—dla wykazania falszywosci tego twierdzenia — dwie mnogosci — M i N; niech
M bedzie mnogoscia wszystkich liczb naturalnych, wigkszych od 5, N zas niech bedzie
mnogoscig wszystkich liczb naturalnych, mniejszych od 6. Dodajac do siebie obie

*** Por. przyp. *.
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mnogo$ci — M i N, otrzymamy mnogos¢ M + N, to znaczy — w naszym wypadku
— mnogos¢ wszystkich liczb naturalnych: jak widzimy, moca mnogosci M jest ap
(przez litere ,,a” omaczam moc mnogosci przeliczalnych), moca mnogosci N jest S,
mocg mnogosci M + N jest a. Zauwazylem juz, ze kazdy przedmiot moze byé
rozpatrywany jako ,,jednostka”, jest wigc ,jednostka” i wszelka liczba naturalna;
wypada stad, iz mnogosé M + N jest mnogoscig jednostek; tak wigc pewna mnogoscé
jednostek, a mianowicie M + N, posiada moc a. Polozmy teraz m = a, n = 5.
Otrzymujemy: mnogo$¢ M ma moc m, mnogos¢ N —moc n, mnogosé M + N —moc
m. Na podstawie wyjasnien samego p. Bornsteina na stronicach 191 i 193'® wiemy, iz
przez ,,m + n” rozumie p. Bornstein moc mnogosci M + N, jezeli moca mnogosci
M jest m, moca za$ mnogosci N jest n." Tak wiec moca mnogosci M + Njestm + n.
Wypada stad, iz jedna i ta sama mnogos¢ jednostek, a mianowicie mnogosé¢ M + N,
posiada zar6wno moc m, jak moc m + n. Inaczej: mnogos¢ jednostek, ktorej moca
jest m + n, moze by¢ ta sama, co mnogos¢ jednostek, ktorej moca jest m. Inaczej:
mnogos$¢, skladajaca sic z m + n jednostek, moze by¢é ta sama, co mnogos<,
skladajaca si¢ z m jednostek.

Jak widzimy — analiza ,,Jematu 2’ p. Bornsteina doprowadza do nastgpujacych
wynikow: (1) ,,lemat 2” dopuszcza dwie interpretacje: jedna z nich daje tezg falszywa,
druga jest trywialnie prosta konsekwencja pewnego twierdzenia, znanego i uznanego
w elementarnej teorii mnogosci; (2) zadna z tych interpretacji nie opiera si¢ na
przedstawionym przez p. Bornsteina ,,dowodze”, ten bowiem zawiera w sobie co
najmniej dwa bledy.

4. ,LEMAT 3” P. BORNSTEINA

,,Lemat 3" p. Bornsteina brzmi, jak nastepuje: ,,Mnogos¢ elementow, istniejacych
indywidualnie, nie moze by¢ réownowazna swej wlasciwej czesci”.?

Zaleznie od znaczenia wyrazenia ,,istniejacy indywidualnie, ,lemat” ten moze
by¢ interpretowany dwojako — rownolegle do dwoch interpretacji ,,lematu 2”:

Interpretacja (A): ,,Mnogos¢ eclementdw, istniejacych jako jednostki, rozne od
innych, nie moze byé rownowazna swej wlasciwej czesci”.

Interpretacja (B): ,,Mnogos$¢ elementow, danych indywidualnie, nie moze by¢
rOwnowazna swej wlasciwej czesci”.

Poniewaz, jak juz ustalitem w krytyce ,lematu 2” w interpretacji (A), kazda
mnogos$¢ jest mnogoscia elementdw, istniejacych jako jednostki, rozne od innych,
wigc ,,lemat 3" moze brzmieé krocej tak: ,,zadna mnogosc nie moze by¢ rownowazna
swej wlasciwej czeéci”. Twierdzenie to jest oczywiscie twierdzeniem fatszywym,

18
Le.
19 Na stronicach 191 i 192 uzywa p. Bornstein nie liter ,,m” i ,,n”, lecz liter ,,a” i ,,b”; nie
zmienia to jednak naturalnie postaci rzeczy.
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zaprzecza mu tez sam p. Bornstein, piszac na stronicy 186 w odnosniku 8: ,,Tak np.
mnogos$¢ wszystkich liczb catkowitych dodatnich daje si¢ jedno-jednoznacznie przy-
porzadkowaé swej wlasciwej czgSci ~ mnogosci liczb parzystych dodatnich™.

»Lemat 3” w interpretacji (B) jest, jak i ,,Jemat 2” w interpretacji (B), trywialna
konsekwencja twierdzenia z elementarnej teorii mnogosci; mnogo$é przedmiotow,
,,danych indywidualnie”, nie moze byé rownowazna swej wlasciwej czesci dlatego, iz
(jak wiemy z ust¢pu o ,Jemacie 2” w interpretaciji (B)) jest mnogoscia skoniczona, uczy
za$ nas wlasnie elementarna teoria mnogosci, iz zadna mnogo$é skoficzona nie moze
byé réownowazna swej wlasciwej czesci.

Bedzie si¢ moze komus zdawalo, iz jestem ujemnie uprzedzony do zastug, ktére
polozyt p. Bornstein na polu ,,filozoficznego uzasadnienia” teorii mnogosci; cdz
stad, powie kto§, ze wyniki badan p. Bornsteina, jak np. ,lematy” 2 i 3 w inter-
pretacji (B) sa proste? Wiele jest wielkich odkryé naukowych, ktére si¢ wydaja
bardzo prostymi, gdy zostaly dokonane! ... Pierwszorzednej wagi teorie naukowe
mozna by — przy dobrych checiach — nazwaé ,,trywialnymi” konsekwencjami
twierdzen znanych! ...

Zdaje mi si¢, Zze nie uratuje p. Bornsteina nawet taki wlasnie sposob ,,za-
szachowania” jego krytyka: ,lematy” 2 i 3 w interpretacji (B) nie s3 bynajmniej
udowodnione przez p. Bornsteina: opieraja si¢ one na ,,dowodzie” ,lematu 2”, ktéry
zawiera w sobie dwa bledy, jak to juz wyzej wykazalem. Tak wiec, czy owak
— ,.krucho by bylo z teoria mnogosci, ktéra by si¢ chciala oprzeé na podstawach,
budowanych z ,Jlematéw’ p. Bornsteina ...

5. \BEZWZGLEDNIE PEWNE” TWIERDZENIE P. BORNSTEINA

Na podstawie trzech lematow, z ktorych dwa byly wyzej przedmiotem mojej
krytyki, buduje p. Bornstein ,,zasadnicze™, jak twierdz, i ,,bezwzglednie pewne”
twierdzenie nastgpujace: ,,Mnogosé elementow, istniejacych indywidualnie, moze byé
tylko skoriczona’.?!

Twierdzenie to dopuszcza, jak i ,,lematy” 2 i 3, dwie interpretacje:

Interpretacja (A): ,,Mnogos¢ elementow, istniejacych jako jednostki, roine od
innych, moze by¢ tylko skonczona”.

Interpretacja (B): ,,Mnogos¢ elementéw, danych indywidualnie, moze by¢ tylko
skoficzona™.

Twierdzenie p. Bornsteina w interpretacji (A) mozna, jak wiemy z ustgpow 3 i 4,
przedstawi¢ w formie takiej: ,,Wszelka mnogo$é moze byé tylko skoniczona™.

Teza nowo otrzymana jest oczywiscie bledna, zaprzecza tez jej stanowczo sam p.
Bomnstein, twierdzac, iz ,,istnienie mnogoéci nieskonczonych jest faktem” .2

A Le., s 186.
2 Lec., odnoénik 8.
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Twierdzenie p. Bornsteina w interpretacji (B) moze by¢ réwniez, jak juz wiemy,
sformutowane tak: ,Mnogos¢, ,wyznaczona” za pomoca wyszczegOlnienia jej
elementéw, moze by¢ tylko skonczona™. Twierdzenie takie jest banalna prawda,
o ktorej ,,wszyscy dawno wiedza”, i ktora nie potrzebuje w najmniejszym nawet
stopniu nieuzasadniajacych jej zreszta lematéw p. Bomsteina.

Spojrzmy teraz jeszcze z pewnej nowej, a jak zobaczymy, bardzo ,,drastycznej”
strony na ,,bezwzglednie pewne” twierdzenie p. Bomsteina.

Skoro mnogo$é elementéw, istniejacych indywidualnie, moze byé tylko skon-
czona, wigc:

(XI) zadna mnogo$¢ nieskonczona nie jest mnogoscia elementow, istniejacych
indywidualnie.

Uwazajmy™™"* dowolng mnogos¢ nieskonczong M = { E};® kazdy z elementéw
mnogo$ci M, to znaczy kazde E, moZzemy rozwazaé jako element pewnej mnogosci
skoniczonej o jednym elemencie: elementy mnogosci M — E,, E,, E, ... s3 elementami
odpowiednich mnogosci o jednym elemencie —{E}, {E,}, { E}... . Kazda z mnogosci
~ {E}, {E}, {E}... — jest, jako mnogos¢ skonczona, mnogoiciz elementow,
istniejacych indywidualnie, pisze bowiem p. Bornstein z jednej strony, iz ,,mnogosci
skonczone i nieskonczone réznig si¢ posiadaniem, ew. nieposiadaniem odpowiedniej
iloéci elementéw™,* a z drugiej strony, Ze ,.konieczny warunek istnienia ilosai ...
elementéw danej mnogosci polega na indywidualnym istnieniu jej elementéw”,?
z obu za$ tych wpowiedzi wypada, iz wszelka mnogos¢ skoniczona musi odpowiadac
,,koniecznemu warunkowi istnienia” ilo$ci swoich elementow, to znaczy by¢ mnogos-
cig elementdw, istniejacych indywidualnie. Skoro wi¢c kazda 2 mnogosci —{ E }, {E,},
{E} ... - jest mnogoscia elementow, istniejacych indywidualnie, to elementy kazdej
z tych mnogosci istnieja indywidualnie; istnieja wigc indywidualnie - E, E,, E ..., to
znaczy istnieja indywidualnie wszystkie E; skoro zas kazde E istnieje indywidualnie,
wicc mnogo$¢ M = {E} jest mnogoscia elementow, istniejacych indywidualnie.
Poniewaz rozumowanie, przeprowadzone przeze mnie w zastosowaniu do nieskon-
czonej mnogosci M, ma walor dla wszelkiej mnogosci nieskoficzonej, wigc:

(XII) kazda mnogo$¢ nieskonczona jest mnogoscia elementdw, istniejacych
indywidualnie.
Tak wigc ,,bezwzglednie pewne™ twierdzenie p. Bornsteina doprowadza nas do

dwoch konsekwencji, ktére sa dwoma zdaniami przeciwnymi - (XI) i (XII).
,,Filozoficzne podstawy”, w ktére wyposaza teori¢ mnogosci p. Bornstein, otwieraja

*** Por. przyp. **.

B Za pomocg wyrazenia ,,{ E}” oznaczam, jak to si¢ nieraz robi w teorii mnogosci, taka
mnogos¢, ktorej elementami sg E.
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przed nauka szerokie horyzonty: teoria mnogosci moze si¢ rozwijaé w dowolny
sposob i w dowolnym kierunku, niech si¢ tylko nie obawia sprzecznosci, bo ja pod
tym wzgledem rozgrzesza p. Bornstein.

6. TWIERDZENIE ZERMELI
W SWIETLE ,,FILOZOFII” P. BORNSTEINA

W rozprawie swojej wypowiada si¢ p. Bornstein miedzy innymi w sprawie
twierdzenia Zermeli, ,,wedlug ktorego z kazdej mnogosci skladajacej dana mnogosé
mozna wybraé jeden element (i wybrane elementy zltaczyé w mnogosé™). %

,,Postulat” Zermeli stat si¢ gloSny w matematyce gléwnie pod wptywem okolicz-
nosci, iZ zostal na nim oparty przedstawiony przez Zermelg ,,dowod” twierdzenia, ze
kazda mnogo$¢ moze byé dobrze uporzadkowana? —,, dowod”, ktéry wzbudzil wiele
hatasu w kotach, zajmujacych si¢ teoria mnogosci. W sprawie ,,postulatu” Zermeli
wypowiadali si¢ koryfeusze wspoiczesnej matematyki, jak np. Borel, Peano, Heisen-
berg, a to czynilo z ,,postulatu”, o ktérym mowa, zagadnienie wciaz ,,aktualniejszc”
C6z mowi w tej ciekawej sprawie p. Bornstein?

Na stronicy 185 p. Bornstein pisze: ,,Twierdzenie to, jak zobaczymy pozniej,
w zastosowaniu do wszelkiej mnogosci w ogole jest bledne; w zastosowaniu natomiast
do mnogosci elementow, istniejacych indywidualnie, aktualnie, jest prawdg oczywis-
ta: gdy mamy wiele poszczegdlnych indywiduéw, mozemy oczywiscie jeden z nich
wskazaé, wybraé”. Tak wiec jest dla p. Bornsteina prawda oczywista, iz kazda
mnogo$¢ elementéw, istniejacych indywidualnie, podlega ,,postulatowi’’ Zermeli.

Wiemy juz z ustgpu 5, ze kazda mnogosé skonczona jest mnogoscia elementéw,
istniejacych indywidualnie: wiemy z drugiej strony na podstawie tezy (XII), iz kazda
mnogos$¢ nieskonczona jest mnogoscia elementéw, istniejacych indywidualnie. Z po-
laczenia obu tych okolicznosci otrzymujemy nowa tez¢, ktéra stwierdza, iz kazda
w ogéle mnogo$¢ jest mnogoscia elementdw, istniejacych indywidualnie, kazda
bowiem mnogos¢ jest mnogoscia skoriczong albo nieskoriczong. Stad otrzymujemy:

(XIII) kazda mnogosé podlega ,,postulatowi” Zermeli.

Konsekwencji takiej, ptynacej z koniecznoscia z rozmaitych twierdzen p. Borns-
teina, zaprzecza jednak p. Bornstein, ktoremu sprzecznosci, jakie tworzy, nie zdaja si¢
bynajmniej przeszkadza¢ w pracy nad , filozoficznym uzasadnianiem™ teorii mno-
gosci. Na stronicy 190 znajdujemy ust¢py nastepujace: ,,Wezmy ... zbidr nieskon-
czony liczb naturalnych; z ogétu tych liczb bedzie kiedykolwiek pomyslana in-

% Lc.,s. 185.

2 [E.] Zermelo, ,,Beweis, dass jede Menge wohlgeordnet sein kann”, Mathematische
Annalen, 1904, Por. rowniez E. Zermelo, ,,Neuer Beweis fir die Moglichkeit einer Wohlord-
nung”, Mathematische Annalen, 1908.
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dywidualnie oczywiscie tylko skonczona ich ilo§é. Pozostaje wigc nieskonczona
mnogos$é€ liczb naturalnych, ktdére nigdy nie byly i nie bede pomyslane. Mimo jednak
nieskoficzono$ci tej mnogosci nie mozemy pomysleé (i w ten sposdb zindywidualizo-
wad) ani jednego poszczegdlnego jej elementu; gdybysmy go bowiem pomysleli, to
tym samym dalibySmy $wiadectwo temu, Ze nie nalezy on do mnogosci, ktorej
elementy nigdy nie byly i nie beda pomyslane™. ... ,,Podobne mnogosci s3 tez wazne
z tego wzgledu, Zze wykazuja nam ad oculos blednos¢ twierdzenia Zermeli w stosunku
do wszelkiej mnogosci w ogdle. Z mnogosci przytoczonej powyzej nie mozna wybraé
zadnego elementu, nie mozna wskazaé — jak widzelisSmy — zadnego poszczegdlnego
przedmiotu, nalezacego do niej; nie mozna wigc tym samym wskazaé zadnego
elementu mnogosci, sktadajacych nasza mnogos¢, np. liczbe parzysta lub nieparzysta,
ktore nie byly i nie beda pomyslane.”

Z ustepdw przytoczonych widzimy, iz — wbrew tezie (XIII) — mnogos¢ liczb
naturalnych, ktore nie byly i nie beda pomyslane, nie podlega ,,postulatowi’ Zermeli.

Stanowisko p. Bornsteina, zaprzeczajace tezie (XIII), da si¢ zreszta, jak zaraz
zobaczymy, przedstawi¢ w postaci ogolniejszej.

Uwazajmy"™*"* mnogo$¢ M wszystkich przedmiotéw niesprzecznych (to znaczy
takich, w stosunku do ktorych jest falszem, iz posiadaja one jakas ceche¢ i zarazem tej
samej cechy nie posiadaja). Mnogos¢ ta jest, jak widzimy, ,,wyznaczona™, inaczej
—,dana” | za pomoca definicji”, jest wigc —w terminologii p. Bornsteina ,,mnogoscia
elementéw danych formalnie”; wszystkie wigc elementy mnogosci M sa ,dane
formalnie”, inaczej — ,,formalnie istnieja”’; poniewaz, jak wiemy z tezy (X), zaden
element mnogosci, ,,istniejacy formalnie™, nie ,,istnieje indywidualnie”, wigc zaden
element mnogosci M nie ,,istnieje indywidualnie”; inaczej — nie ,,istnieje indywidual-
nie”” zaden przedmiot niesprzeczny; poniewaz jednak dalej, jak juz zaznaczylem
w ustepie 2, kazdy przedmiot jest przedmiotem niesprzecznym, wigc zaden w ogole
przedmiot nie ,,istnieje indywidualne”. Wypada stad, iz zaden w ogdle przedmiot nie
jest elementem Zzadnej mnogosci, gdyz gdyby jakikolwiek przedmiot byt elementem
jakiejkolwiek mnogosci, to, jak wiemy z tezy (VII), ,,istnialby indywidualnie™. Skoro
jednak zaden przedmiot nie jest elementem Zadnej mnogosci, to Zadna mnogos$¢ nie
posiada elementow; jezeli za$§ zadna mnogo$¢ nie posiada elementdw, to z zadnej
mnogos$ci nie mozna zadnego elementu ,,wybra¢™. Tak wigc:

(XIV) zadna mnogos¢ nie podlega ,,postulatowi’” Zermeli.

Z ustepu niniejszego widzimy, iz oprocz réznych interesujacych twierdzen
w rodzaju tezy, ze zadna mnogo$¢ nie posiada elementdéw, zawdzigczamy p.
Bornsteinowi mozno$¢ zajecia jasnego stanowiska w sprawie ,,postulatu” Zermeli:
wiemy mianowicie, iz wprawdzie zadna mnogo$é nie podlega ,,postulatowi” Zermeli,
ale kazda mnogos¢ ,,postulatowi” temu podlega.

“****Por. przyp. ~.
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7. TERMIN ,,POJEMNOSC” U P. BORNSTEINA

Na stronicy 188 p. Bornstein tak pisze: ,,Jezeli wigc teraz w mnogosci skoficzonej
o elementach danych formalnie wyréznimy ceche, odpowiadajaca ilosci elementéw
mnogosci tej o elementach juz zindywidualizowanych, to ceche t¢ bedziemy mogli
przenies¢ réowniez na mnogosci nieskoniczone. Ceche t¢ nazwiemy pojemnoscig
mnogosci o elementach, danych formalnie (lub, co na jedno wychodz, pojemnoscia
formy mnogosci), i bedziemy przez nig rozumieli formalny odpowiednik tej ilosci,
ktéra charakteryzowalaby elementy mnogosci, gdyby istnialy one wszystkie in-
dywidualnie.”

Przyznam si¢ szczerze, iz z ustgpu, ktory wiasnie przytoczylem, wyjatkowo mato
rozumiem; nie zdaje mi si¢, by mialo to byé wing moja, nie za$ p. Bornsteina,
pomijajac bowiem fakt, iz mamy to takie potrzebujace blizszego okreslenia zwroty,
jak np. ,,cecha, odpowiadajaca ilosci”” lub ,,przenies¢ ceche”, zauwazamy w ustepie
cytowanym sprzeczno$¢: dowiadujemy si¢ z niego, iz ,,na jedno wychodz, czy co$
nazwiemy ,,pojemnoscia mnogosci o elementach, danych formalnie”, czy tez ,,pojem-
noscig formy mnogosci”; wypada stad, iz wyrazenie ,,mnogosé o elementach, danych
formalnie” oznacza te same przedmioty, co wyrazenie ,,forma mnogosci”, w przeciw-
nym bowiem razie nie mogloby ,,wychodzi¢ na jedno”, ktére z dwoch wehodzacych
w gre wyrazen zostanie dla nazwana pewnej cechy uzyte; wypada stad, ze:

xv) kazda ,,forma mnogosci” jest mnogoscia ,,0 elementach, danych formalnie”;

z twierdzenia tego wynika w kazdym razie, ze kazda ,forma mnogosci” jest
mnogoscia; jest wigc mnogoscia miedzy innymi i kazda ,,forma mnogosci nieskon-
czonej”;®® na stronicy 187 p. Bornstein pisze: ,,mamy prawo w pewnym znaczeniu
powiedzie¢, ze mnogo$¢ nieskonczona elementdéw istnieje aktualnie, znaczyé to
jednak moze tylko, ze forma mnogosci nieskoniczonej dana jest (istnieje) aktualnie™;
wypada stad, iz jezeli si¢ nie uzywa ,,przenosni”, a mowi scile, to si¢ moze twierdzc,
iz (1°) zadna mnogo$¢ nieskonczona nie istnieje ,,aktualnie”, (2°) ,,forma mnogosci
nieskonczonej” istnieje ,,aktualnie”; z polaczenia tych dwoch twierdzen wynika, ze
,,forma mnogosci nieskoficzonej” nie jest mnogoscia nieskonczona; poniewaz jednak
,forma” ta jest, jak widzieliSmy wyzej, mnogoscia, wigc jest mnogoscia skoficzona.
,.Istnieja” wiec ,,indywidualnie” wszystkie jej elementy; skoro jednak ,,istnieja
indywidualnie™, to nie ,,istnieja formalnie”, gdyby bowiem ,,istnialy formalnie”, to
— na podstawie tezy (X) — nie ,,istnialyby indywidualnie”; jezeli zas elementy ,,formy
mnogos$ci nieskonczonej” nie ,.istnieja formalnie”, to nie sa ,formalnie dane”,
z czego wypada, iz ,,forma mnogosci nieskoniczonej” nie jest mnogoscia ,,0 elemen-
tach, danych formalnie”. Mamy wigc [ze]:

(XVI) nie kazda ,.forma mnogosci” jest mnogoscia ,,0 elementach, danych formalnie”

2% 0O ,,formie mnogosci nieskoniczonej” méwi p. Bornstein na s. 187.
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Sprzeczne ze sobg tezy — (XV) i (XVI) — wskazuja nam na to, iz nie mozemy
operowac terminem ,,pojemnos$¢” w ten sposdb, jak to nam proponuje p. Bornstein,
termin ten bowiem jest komentowany przez p. Bornsteina nie tylko niejasno, lecz
i sprzecznie.

8. ZAKONCZENIE

Wracam do zagadnienia, ktére postawilem przed soba na wstepie artykulu
niniejszego: jaka jest warto$¢ pracy p. Bornsteina w zakresie analizy ,,podstaw’ teorii
mnogosci?

OdpowiedZ na to zagadnienie, poparta przez siedem ust¢pow poprzednich,
formuluje bez zastrzezen:

Praca p. Bornsteina nie ma zadnej w ogoéle wartosci dla ,,podstaw™ teorii
mnogosci. Nie usuwa ona zadnych ,,sprzecznosci” z teorii mnogosci, jak si¢ to zdaje
p. Bornsteinowi, lecz je przeciwnie w wielkiej obfitosci stwarza; nie uzasadnia
,filozoficznie™ ani tez w zaden inny sposob ani jednego twierdzenia teorii mnogosci,
nie mozna bowiem uzasadnié czego$ za pomoca ,,definicji” i ,lematow”, pelnych
bleddw i sprzecznosci; nie wyjasnia nic, bo obmyslone niby w celu wyjasnienia czego$
koncepcje, jak np. koncepcja ,,pojemnosci”, sa sprzeczne i niejasne.

Kimborciszki,”****" we wrzesniu 1914 [roku].

****** Majatek (ok. 30 km na zachéd od Braslawia), nalezacy do ojca Zofii Prewysz-Kwinto,
zony S. Lesniewskiego.



