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Maciej Gos

Metody probabilistyczne w semantyce j¢zyka naturalnego

Z interpretacja (semantyka) predykatéw jezyka naturalnego wiaza si¢ trudnosci
i paradoksy, ktérych przyczyna jest nieostro§¢ terminéw jezyka naturalnego. Seman-
tyka ta jest adekwatna interpretacja jezykéw sformalizowanych, lecz w wypadku
jezyka naturalnego zawodzi. Interpretacja modelowa predykatéw jezyka naturalnego
w taki sposéb, aby nie prowadzita ona do paradokséw jest jednak czg¢§ciowo mozliwa
dzig¢ki uzyciu narz¢dzia matematycznego w postaci teorii zbiordw rozmytych i uogdl-
nionej funkcji charakterystycznej.1 Idea interpretacji konkretnej wartoSci funkcji
charakterystycznej jako prawdopodobiefistwa pojawila si¢ juz podczas pierwszych
badari nad zbiorami rozmytymi.> Celem tej pracy jest proba interpretacji liczbowe;j
warto$ci uogdlnionej funkcji charakterystycznej poprzez utozsamienie jej z wielkoscia
prawdopopodobiefistwa obliczong z funkcji gestosci, a przede wszystkim dystrybuanty
danego rozktadu prawdopodobiefistwa na zbiorze, dla ktdérego elementéw rozkiad
prawdopodobiefistwa jest okreslony. Taki zbiér utozsamimy z quasi-modelowa inter-
pretacja jednoargumentowego predykatu jezyka naturalnego.

Niech dany begdzie pewien jednoargumentowy predykat jezyka naturalnego —
przykladowo: ,jest tysy”, ,jest inteligentny”, ,,jest wysoki”. Uniwersum guasi-modelu
stanowi¢ bedzie zbiér ludzi, natomiast interpretacja powyzszych predykatéw w tym
quasi-modelu beda odpowiednie zbiory rozmyte. Problem konstrukcji tego modelu
sprowadza si¢ do znalezienia metody przyporzadkowania warto§ci funkcji charakterys-
tycznej kazdemu elementowi tych zbioréw. Poniewaz wzrost, iloraz inteligenciji i liczba

L. Zadeh, JFuzzy Sets”, Information and Control 8, s. 338-353.

2L. Zadeh, JFuzzy Logic and Approximate Reasoning”, Synthese, 30, s. 407-428. i B. R. Gaines, ,,General
Fuzzy Logics”, [ w: ] Proceedings of the Third European Meeting on Cybernetics and Systems Research, Vienna
1976.
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wloséw s3 zmiennymi statystycznymi mierzalnymi na zbiorze ludzi i posiadajacymi
rozklad normalny (Gaussa) prawdopodobiefistwa na tym zbiorze, zatem dla dowolnego
x € U (gdzie U jest zbiorem ludzi czyli uniwersum), okreSlona jest warto$¢ oczekiwana
{m) i odchylenie standardowe rozktadu (s). Umozliwia to obliczenie wielkosci
prawdopodobiefistwa wylosowania elementu, ktérego mierzalna cecha jest okre§lona
przedzialem liczbowym — np. elementu x wyzszego niz 170 cm, o masie wigkszej
mniejszej niz 80 kg etc. Poniewaz zmienne statystyczne, takie jak liczba wloséw, sa
dyskretne i posiadaja skoficzong liczbg¢ argumentéw, zatem rozklad normalny jest opi-
sem przyblizonym, jednak ze wzgl¢du na centralne twierdzenie graniczne jest to przy-
blizenie bardzo dokladne, asymptotycznie dazace do rozktadu N{m, s). Wielko§¢
prawdopodobiefistwa jest interpretowana jako warto§¢ uog6lnionej funkcji charakterys-
tycznej dla kazdego elementu zbioru bedacego interpretacja danego predykatu.

Interpretacja taka pozwala wyeliminowal klasyczny paradoks semantyki jezyka
naturalnego — paradoks lysego — jak réwniez przedstawié precyzyjnie interpretacje
wielu predykatéw jezyka naturalnego. Rozwazymy ja na przykladzie predykatow ,jest
tysy” i ,jest wysoki”.

Zakladajac, ze rozklad zmiennej losowej X (liczba wlosdw) jest normalny w U, co
bedziemy skrétowo zapisywaé X — N(m, s), w U mozna skonstruowaé zbiér rozmyty
bedacy interpretacja predykatu ,,jest tysy”. Poniewaz liczba wlos6w dowolnego x € U
jest mierzalna, zatem stosujac procedur¢ standaryzacji otrzymanej warto$ci, mozemy
obliczy¢ dystrybuantg standaryzowanej zmiennej, a zatem prawdopodobiefistwo wylo-
sowania elementu o danej lub mniejszej liczbie wlosow.> W tym wypadku 1 — F(u)
(gdzie F(u) oznacza dystrybuant¢ standaryzowanej zmiennej losowej czyli liczbg
wlos6w danego elementu zbioru U) przyjmuje wartosci z przedziatu [0, 1]. Jak fatwo
wykazaé rachunkowo, liczba ta bedzie asymptotycznie zblizaé si¢ do 1 zawsze i tylko
wtedy, gdy liczba wloséw elementu x maleje (kresem dolnym jest oczywiscie 0).
Poniewaz liczbg t¢ interpretujemy jako warto§¢ funkcji charakterystycznej zadanej na
elementach zbioru rozmytego, bedacego interpretacjg predykatu ,jest tysy”, zatem
zgodnie z intuicja, warto$¢ funkcji charakterystycznej bgdzie tym wyzsza, im mniej
wloséw ma element zbioru U, ponizej pewnej liczby wloséw osiagajac wartosé 1
w zaokragleniu do dowolnego miejsca po przecinku, co wynika z whasnosci dystry-
buanty ciagglych zmiennych losowych.

Zaletg tej koncepcji jest jej intuicyjno§¢ — dla kazdego elementu zbioru U, im
wyzsza w stosunku do liczbowej wartoSci (m) (wartoici oczekiwanej, czyli $redniej
statystycznej zmiennej losowej w calym zbiorze U) jest warto§¢ zmiennej X (liczba
wloséw), tym bardziej 1 — F(u) zbliza sig do wartoci 0. Powyzej pewnej liczby wlos6w
osigga ona asymptotycznie 0. Intuicyjno$¢ interpretacji w semantyce jezyka naturalne-

3w wypadku rozkladu normalnego zmiennej losowej dystrybuanta okre§lona jest catka Gaussa, ktorej
warto§¢ moze asymptotycznie dazyé do Olub 1.
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go warto$ci dystrybuanty rozktadu zmiennej losowej jako liczbowej wartosci uogdlnio-
nej funkcji charakterystycznej elementdéw zbioru rozmytego bedacego interpretacja
predykatu jezyka naturalnego, wynika z tego, ze obliczenia pozwalajq otrzyma¢ wynik
zgodny z oczekiwaniem. W wypadku predykatu ,jest lysy” otrzymamy ze wzoru 1-
F(u) warto$¢ funkcji charakterystycznej 0 dla os6b posiadajacych znacznie wigcej
wlos6w niz wynosi {m) (§rednia statystyczna w populacji). Innymi stowy, osoby te nie
naleza do zbioru bedacego interpretacja tego predykatu. W odniesieniu do predykatu
Jest wysoki” dla dowolnego x € U, warto§¢ fx) (funkcji charakterystycznej tego
elementu) jest rowna F(u), nie za§ 1 — F(u), gdzie u jest standaryzowanym wynikiem
pomiaru wzrostu elementu x.* Latwo wykazaé na drodze rachunkowej, ze im wigkszy
wzrost danego elementu x w stosunku do $redniej (m) w calej populacji, tym wigksza
warto$¢ funkcji charakterystycznej (zbliza si¢ ona nieograniczenie do 1). Dualnie, im
mniejszy wzrost, tym mniejsza warto$§¢ f{x). Ponizej pewnej wielkoSci przyjmujemy, ze
jest ona réwna 0, a argumenty tej funkcji nie naleza oczywiscie do interpretacji predy-
katu ,,jest wysoki”. Dow6d rachunkowy tego faktu jest podobny do dowodu dotyczace-
go analizowanego predykatu , jest tysy” .

Procedura wyznaczania zbioru rozmytego i obliczania warto$ci funkcji charakterys-
tycznej jego elementdw przebiega w identyczny sposéb dla wszystkich predykatéw
jezyka naturalnego odnoszacych si¢ do cech, ktdre przy zastosowaniu powyzej opisanej
metody sa sprowadzalne do mierzalnych zmiennych losowych (niekoniecznie
o rozkladzie normalnym, choé taki rozktad jest najczestszy w zastosowaniach praktycz-
nych). Co wigcej, nawet pewne niemierzalne (nominalne, rangowcs) zmienne losowe
be¢dace formalnym odpowiednikiem niemierzalnych cech denotowanych przez predy-
katy typu: ,jest wyksztalcony”, ,.jest zdrowy”, mozna sprowadzié, dzigki centralnemu
twierdzeniu granicznemu,6 do zmiennych o rozktadzie N {(m, s), czyli o rozkladzie
normalnym z okreS§long §rednig i odchyleniem standardowym. Tym samym pro-

4Standaxyzacja zmiennej losowej, czyli liniowe przeksztalcenie jej warto§ci x dane jest za pomoca

nastepujacych zaleznoéci funkcyjnych:

u=fx)y=x-myls,
gdzie m jest warto§cig oczekiwana (§rednia) rozkladu zmiennej losowej, za$ s odchyleniem standardowym tego
rozktadu, umozliwia odczytanie wartosci dystrybuanty tego rozkladu z tablic statystycznych (bez konieczno§ci
zmudnego obliczania catki Gaussa).

3Zmienne takie sa formalnym odpowiednikiem niemierzalnych cech zwiazanych z predykatami typu , jest
chory”, ,jest smaczny”, czgsto wystgpujacymi w jezyku naturalnym. Przyjmujemy wéwczas jako zbior
wartosci takiej zmiennej skalg rangowa — np. od 0 do 10. Dla elementu uniwersum, dla ktérego nominalna
zmienna losowa przyjmuje konkretna warto§¢, warto§¢ jego funkcji charakterystycznej (czyli — intuicyjnie
rzecz biorac — stopieri przynaleznosci do interpretacji danego predykatu) jest rowna wartosci dystrybuanty (F)
lub 1 - (F) obliczonej dla tej warto§ci zmiennej nominalne;.

GIntuicyjne sformutowanie twierdzenia granicznego sprowadza si¢ do konstatacji, ze zmienna losowa
bedaca suma nicograniczenie wielu dowolnych zmiennych losowych ma zawsze rozktad normalny o okreslo-
nych parametrach m i s. Sciste sformutowanie tego twierdzenia i jego dow6d mozna znale£é np. w ksigzce
Z. Hellwiga, Elementy rachunku prawdopodobieristwa i statystyki matematycznej, PWN, Warszawa 1993,
5.178-182.
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babilistyczna metoda konstrukcji interpretacji predykatéw jezyka naturalnego znajduje
zastosowanie réwniez przy analizie predykatéw odnoszacych si¢ do cech niemierzal-
nych, a dystrybuanta rozktadu normalnego jest podstawowym narzg¢dziem obliczania
wartosci funkcji charakterystycznej, czyli wyznaczania zbioru rozmytego bedacego
interpretacja predykatu.

Na podstawie tej analizy mozemy zatem wprowadzi¢ pojecie quasi-modelu dla
jezyka naturalnego. Jest to uporzadkowana struktura

OM:=(U,A A A", . 1. )

ktorej uniwersum U jest zbiorem wszystkich obiektdw denotowanych przez jezyk
naturalny, zbiory A, A’.... sa zbiorami rozmytymi (podzbiorami uniwersum), takimi ze
dla ich elementéw warto§¢ wyznaczajacych je funkcji charakterystycznych istnieje
i jest obliczalna przy uzyciu opisanego powyzej algorytmu — metody probabilis-
tycznej. Zbiory te sg zatem interpretacjami predykatéw jednoargumentowych jezyka
naturalnego. Relacje i funkcje f, f, f” .... sa analogicznie jak w modelu jezyka sztuczne-
go interpretacjami odpowiednich terminéw odnoszacych si¢ do par uporzadkowanych i
ich zbiordw. Powyzsza struktura zostata nazwana ,.quasi-modelem”, gdyz podzbiory
uniwersum bedace interpretacjami predykatéw jednoargumentowych sa zbiorami roz-
mytymi i dla kazdego ich elementu warto§¢ funkcji charakterystycznej posiada jedno-
znaczng interpretacje probabilistyczng (warto$¢ dystrybuanty lub (1 - warto§¢
dystrybuanty) zmiennej losowej) bedacej formalnym odpowiednikiem cechy denoto-
wanej przez predykat. Relacje i funkcje sg rowniez zbiorami rozmytymi — podzbiora-
mi rozmytymi odpowiednich iloczynéw kartezjanskich.

Nalezy podkre§li€, ze probabilistyczna interpretacja wartosci funkcji charakterys-
tycznej, ktérg zaproponowali Zadeh i Gaines’ zwigzana byla z subiektywng teorig
prawdopodobiefistwa przedstawiong przez Gilesa® lub z teorig prawdopodobiefistwa
warunkowego Gainesa,” podczas gdy przedstawiona powyzej interpretacja oparta jest
na klasycznej teorii prawdopodobiefistwa zadanej trzema aksjomatami Kotmogo-
rowa.'’ Wspdlczesna probabilistyka obejmujaca teorig ciaglej zmiennej losowej (oczy-

TZob. przypis 1i 2.
$Teoria probabilistyki R. Gilesa jest koncepcjg prawdopodobiefistwa subiektywnego zdefiniowanego dla
zdafi, nic za§ dla zdarzed. Poniewaz jest ona sprzeczna z aksjomatyczng teorig prawdopodobiefistwa
Kotmogorowa, nie moze stuzy¢ do wypracowania teorii ciaglej zmiennej losowej (czyli réwniez teorii zmiennej
o rozkladzie normalnym). Przyktadowo, w teorii Gilesa P(p v ~p) = max { P(p), P(~p)}, czyli niekoniecznie
jest réwna 1, za§ w klasycznej probabilistyce prawdopodobiefistwo sumy zdarzenia i jego dopelnienia jest
zawsze réwne 1. Zob. R. Giles, ,,A Non-classical Logic for Physics”, Studia Logica 33, 1974, s. 394-416.
9Analogicz.nic teoria prawdopodobiefistwa warunkowego B. R. Gainesa nie nadaje si¢ do konstrukcji teorii
ciaglej zmiennej losowej ze wzgledu na przyjeta definicje prawdopodobiefistwa sumy i iloczynu zdarzefi. Zob.
B. R. Gaines, op. cit.
10 Aksjomatyka Kotmogorowa teorii prawdopodobiefistwa, kt6rq zaktadamy jako podstawe probabilistyki
obejmuje trzy aksjomaty:
A 1PA)e [0,1];
A. 2 P(U) = 1, gdzie U jest zdarzeniem pewnym;
A. 3 P(A v B) = P(A) + P(B) zawsze i tylko wtedy, gdy zdarzenia A, B sa rozlaczne,
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wiscie rowniez zmiennej o rozktadzie N(m, s), ktéra posiada decydujace znaczenie
w tej koncepcji semantyki jgzyka naturalnego) oparta jest na teorii miary i catki oraz
aksjomatyce Kotmogorowa, co automatycznie powoduje odrzucenie teorii prawdo-
podobiefistwa Gilesa i zwigzanej z nig matrycowej logiki zdafi o nieprzeliczalnej liczbie
warto$ci logicznych" nazywanej ,Jogika rozmyta”.12

Wyzej przedstawiona semantyka predykatéw jezyka naturalnego nie jest wolna od
pewnych nieintuicyjnych rozwiazafi — stopiefi tej nieintuicyjnoSci jest jednak nie-
pordwnanie mniejszy niz w wypadku klasycznego paradoksu tysego. Problem ten wy-
nika z podstawowej wlasciwosci rozkladu normalnego — jezeli dla elementu pewnego
zbioru warto§¢ zmiennej losowej X o rozkladzie N(m, s), okre§lonej na tym zbiorze, jest
réwna warto$ci m, czyli §redniej statystycznej (warto$ci oczekiwanej) w calym zbiorze,
to warto$§¢ dystrybuanty F(u) oraz 1 — F(u) jest rOwna 0,5.1% Oczywiscie wielko§€ ta jest
warto$cia funkcji charakterystycznej elementu zbioru rozmytego, bedacego interpre-
tacja danego predykatu. Znaczy to, ze zaréwno w wypadku predykatu ,jest wysoki”,
jak i ,jest niski”, warto§é fix) (funkcji charakterystycznej) dla kazdego elementu uni-
wersum, ktérego wzrost jest rowny Sredniej m w calej populacji, jest réwna 0,5, w
pierwszym wypadku fix) = F(u), gdzie u czyli standaryzowana warto§¢ wzrostu jest
réwna 0, w drugim wypadku fix) = 1 — F(u). Otrzymana warto§¢ funkcji charakterysty-
cznej 0,5 dla elementu interpretacji, dla ktérego mierzalna cecha przyjmuje warto$é
réwna Sredniej w calym uniwersum, nie jest niezgodna z intuicja. Niezgodnosé z
intuicja pojawia si¢ w wypadku takich predykatéw, jak ,jest tysy”. Analogicznie przyj-
mujac, ze liczba wloséw ma w rozpatrywanym uniwersum (oczywiscie dla tych ele-
mentéw uniwersum guasi-modelu, dla ktérych ma ona okre§long warto$¢) rozklad N(m,
5), otrzymamy w wyniku obliczenia 1 — F(«) wniosek, ze warto$é funkcji charakterysty-
cznej dla osoby posiadajacej liczb¢ wloséw réwna $redniej m w calej populacji (dzie-
dzinie zmiennej losowej, bedacej podzbiorem uniwersum) jest rtowna 0,5. Twierdzenie,
ze osoba posiadajaca przecigtng liczbg¢ wlos6w nalezy do interpretacji predykatu ,jest
lysy” z wartoScia {x) = 0,5 jest nieintuicyjne, nie otrzymujemy jednak paradoksu na
wzbr klasycznego paradoksu lysego.

Podsumowujac nalezy podkre§li¢, ze zastosowanie teorii zbiordw rozmytych
w polaczeniu z interpretacja probabilistyczna funkcji charakterystycznej (oparta przede
wszystkim na rozktadzie normalnym ciaglej zmiennej losowej) umozliwia w znacznej

"R, Giles przypisywane zdaniom prawdopodobiefistwo interpretowat jako warto§é logiczng zdafi
i skonstruowat system logiki zdafi o continuum wartosci logicznych i prawdziwosciowych spojnikach. Logike
te charakteryzuje matryca identyczna z matrycg przeliczalnie wielowarto§ciowej logiki J. Lukasiewicza. Zob.
R. Giles, op. cit.

12Zwigzek teorii zbioréw rozmytych z logika zdafi (o continuum wartoéci logicznych) i z teoriami
prawdopodobiefistwa, ktére sg sprzeczne z teorig Kotmogorowa, omawia G. Malinowski w: Logiki wielowar-
toSciowe, PWN, Warszawa 1990, s. 112 -119,

BDowéd otrzymujemy natychmiast: jezeli bowiemx =m, to [u= (x—m)/s] = 0, za§ w standaryzowanym
rozkladzie normalnym F(u) = 0,5 zawsze i tylko wtedy, gdy u =0.
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mierze eliminacje paradoksow semantyki predykatow jezyka naturalnego, pozwala zde-
finiowaé interpretacje predykatu jezyka naturalnego jako zbioru rozmytego, takiego ze
funkcja charakterystyczna dla jego elementéw jest okreSlona dystrybuantg pewnego
rozkladu zmiennej losowej, dzigki czemu jest ona obliczalna algorytmicznie. Pojgcia te
pozwalaja takze zdefinowaé quasi-modele dla jezyka naturalnego.



