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Podstawy logiki

W roku akademickim 1930/1931 Leon Chwistek objqt katedre logiki na Wydziale
Matematyczno-Przyrodniczym w Uniwersytecie Jana Kazimierza we Lwowie.
Zajmowat sig wtedy nominalistyczng rekonstrukcjq podstaw matematyki i logiki.
Wysunqt mianowicie program badari nad teoriq wyrazeri (ich wtasnoSci, struktury, i
Junkcji), ktérq nazwat — nieco paradoksalnie — ,,semantykq”. Wyniki tych badar
znalazly sie w takich publikacjach z tego okresu, jak: ,Neue Grundlagen der Logik und
Mathematik” (Mathematische Zeitschrift, B. XXX/1929 i XXIV/1932), ,,Nouvelles re-
cherches sur les fondements des mathematique” (Atti del Congresso Internazionale
degli Matematici. Bologna, 3-10.X.1928. Vol. 3, Bologna 1930), ,,Uber die Grundlagen
der Semantik und Metamathematik” (Sprawozdanie z Kongresu Matematykéw Krajow
Stowianskich. Warszawa 1929, Warszawa 1930) i ,,Die nominalistische Grundlegung
der Mathematik” (Erkenntnis, B. I1l/1933).

Tej wilasnie problematyce po$wiecony byt takze cykl wyktadéw, ktére wyglosit na
poczatku 1931 roku we Lwowie. Na wyklady te uczeszczal m.in. Kazimierz Szatajko,
ktéry sporzqdzit z nich szczegolowe notatki. Profesor Szatajko udostepnit nam uprzej-
mie tekst tych notatek — z pierwszych dziewieciu wyktadéw; bardzo dziekujemy za ten
Jjuz drugi dar Pana Prafesora.l Wyktady Chwistka nie sq jednorodne treSciowo. Pier-
wsze dwa dotyczq tzw. arytmetyki intuicyjnej i dla naszych Czytelnikéw bedq zapewne
mniej interesujqce niz siedem pozostatych. Warto zauwazyé, ze tre§é tych wyktadéw —
w postaci rozwinietej i ulepszonej — znalazta sige w Granicach nauki. Zarysie logiki i
metodologii nauk Scistych (Warszawa 1935, Ksiqinica-Atlas; por. zwlaszcza ss. 47 i nn.
oraz 87 inn.).

'W numerze 1/1993 Filozofii Nauki opublikowali§my notatki Profesora Szatajki z wykladéw Kazimierza
Ajdukiewicza z tego samego okresu.
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Tekst zostat poddany minimalnej obrébce redakcyjnej. Zachowano zasadniczo swo-
bodny styl narracji, wiasciwy wyktadom Chwistka, oraz pewne niejasnoSci sktadniowe.
Unowoczesniono natomiast symbolike rachunku zdan. Powatniejsze ingerencje
Jjezykowe — a w szczegblnoSci uzupelnienia — ujete sq w nawias kwadratowy. Wszyst-

kie przypisy pochodzq od nas.
Redakcja

WYKLAD 1: 15.01.1931

Od czasu do czasu pojawia si¢ w filozofii doktryna, w ktérej si¢ méwi, ze teraz
dopiero wsxystko si¢ wyjas$nia. Wspomnijmy o dialektyce sofickiej. Ptynno§¢ herakli-
towska jest zasadniczo stuszna, ale nie jest na tyle stuszna, zeby§Smy np. napisawszy ,,a”
po chwili mysleli, ze to jest ,,b”. Mozna si¢ zgodzi¢ na to, ze wszystko si¢ zmienia, ale
nie mozna tego wciaga¢ w rachunek. Jezeli zwr6cimy uwage np. na fizyke, to ma ona
dzisiaj takie tempo zmiany pogladéw, ze niemal rok po roku jest [w niej co§] inaczej;
ale choéby nawet i tak bylo, to w granicach jednej pracy nic si¢ nie moze zmieni¢. W
my$l Hegla bylto tak, ze gdy napisz¢ jaki$ sad, to musi si¢ on [predzej czy pdiniej]
zmienié. [Poglad Hegla idzie tu za daleko.]

Co innego jest wyprowadzi¢ pewna rzecz z jakich§ zalozefi, a co innego dobrze
powiedzieé [jak si¢ ta rzecz ma). Platon w ogdle nic nie udowadnia — co nie przesadza
sprawy, ze w wielu wypadkach moze mie¢ racje. Z tego, ze autor orientuje si¢ w jakich§
sprawach, nie wynika, Zze ma on dobra metod¢ [badania tych spraw], bo moze si¢ [w
nich] orientowaé niezaleznie od tej metody. Metoda pozostawiona w regkach kogos, kto
nie ma [odpowiedniej] intuicji, bgdzie [— z drugiej strony—] martwa.

Bedziemy si¢ [w niniejszym wykladzie] zastanawiali na tym, czy metoda logiczna
do czego$ prowadzi. Nie bede [go) obarczat formalistyka, tylko bgde sie staral zwrécié
uwage [na to], czy rzeczywiScie logika moze si¢ do czego§ przyda¢. Caly wyklad
bedzie raczej elementarny. Nie przystepujemy wigc do przedstawienia jakiego$ systemu
— jakkolwiek zarysuje si¢ on potem [jako cato$¢], [a] nieraz bedziemy rozwazali [jego]
rézne fragmenty — lecz bedziemy nawiazywali do rzeczy znanych i prostych.

Przede wszystkim dam krétki przeglad podstawy intuicyjnej najnizszej arytmetyki
wzglednie algebry. PoZniej, gdy dojdziemy do réwnaf, pokaze si¢ na nich, ze aby je
dobrze rozwigzywaé, trzeba wyj$é nieco poza zwykla metode matematyczna.

Przy rozwigzywaniu réwnania drugiego stopnia piszemy ,,+ albo —”. To jest nie
bardzo porzadne pisanie, ale jaki§ skrét. Gdy np. pisz¢ ,,x = £ 17, to nie kazdy zdaje
sobie sprawe z tego, Ze to ma znaczyé, iz x = +1 albo x = -1. Chcac [tu] porzadnie pisaé,
bedziemy zmuszeni wprowadzi¢ nowy znak na [oznaczenie owego] ,,albo”.

Chodzi teraz przede wszystkim o zwrdcenie uwagi na takie rzeczy, jak wprowadza-
nie liczby ujemnych. Wielu nie wie, dlaczego (-1) - (~1) = +1. Zaktadamy, ze wiemy, co
to jest odcinek. Sprébujemy cala metode algebry przedstawi¢ na odcinku. Podstawy
nauki trzeba zaczynaé od poj¢é codziennych. Obecnie jednak musimy wyjéé poza te
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pojecia, wprowadzajac pojecie odcinka. Idealna logika [— zaznaczmy od razu —] nie
postuguje si¢ odcinkiem.

Zmierzy¢ jeden odcinek drugim — znaczy — przykladaé jeden kolejno na drugim.
Nie wprowadzimy pojecia liczenia, tylko pojecie mierzenia odcink6w. Mierzenie nie
zawsze oczywiscie nam si¢ udaje. Operacje na liczbach catkowitych musza wigc byé
ograniczone. Rezultatem takiego mierzenia bedg liczby catkowite. Chcac dodaé np.
(3 + 5), wybieramy odcinek jednostkowy j:

j
przy pomocy ktérego budujemy odcinek a, taki ze jego miara przy pomocy j jest liczba
3.

a=3j

Teraz biorg: b = 5j.

b=5

(3 + 5) bedzie miara odcinka, ktéry zbuduje, jezeli do odcinka a przytacze odcinek b i
zmierz¢ tak otrzymany odcinek przy pomocy j.

W ten spos6b sprowadzamy dodawanie do mierzenia. Odejmowanie prowadzimy w
taki sam sposdb — z tym tylko dodatkiem, ze odejmowanie nie zawsze da si¢ wykonaé.
Wszystkie reguly co do zera podajemy raczej osobno. Od odcinka a nie mozna wiasci-
wie odjaé odcinka b, bo nic nie dostaniemy. Liczby (5 — 5) odcinkowo nie obja$nimy,
tylko ex definitione wprowadzimy nowa liczbe, ktora nazwiemy ,,0”.

Chodzi teraz o to, aby sprowadzi¢ do metody odcinkowej mnozenie, [a] wigc o to,
aby podac przepis, zeby§my précz mierzenia — niczego nie wykonywali, a wyznaczyli
np. liczbg (3 - 5). Musz¢ [w tym celu] przede wszystkim wybraé jednostke j:

i
[a nastgpnie] zbudowaé odcinki reprezentowane przez czynniki [naszego iloczynu}.
Skoro mamy juz odcinek z = 3j:

z=3

——————

to odcinek ten obieramy za jednostke i przy pomocy tej jednostki budujemy czynnik b:
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b="5z="5(3))

Odcinek b jest [w ten sposéb] skonstruowany. Przy pomocy odcinka j mozemy
[teraz] zmierzyé odcinek b, a wtedy otrzymamy liczbg, o ktdra chodzito: b = 15j.
Liczba ta jest z definicji iloczynem. Zatem kazda liczb¢ catkowita pomnoz¢ przez
druga, nie wykonujac zadnej arytmetyki. Z powyzszego okreSlenia bedzie mozna po-
wiedzieé, ze (5 - 3) jest to to samo, co (3 - 5), gdyz mierzenie odbywa si¢ wowczas w
przeciwnym kierunku.

Metoda ta nadaje si¢ doskonale do wprowadzenia utamkéw. Utamki jednak nie sa
nam tak potrzebne, jak liczby ujemne.

Przedstawienie liczb na osi liczbowej jest dobre w zakresie dodawania i odejmowa-
nia, ale w zakresie mnozenia jest bledne, gdyz w tych dziataniach jest ogromna asyme-
tria w przeciwienstwie do symetrii osi. Zamiast pola odcinkéw wprowadzamy [wigc]
pole wektoréw, przy czym przez wektor rozumiemy odcinek, na ktérym wyrdzniliSmy
pewien kierunek. Ograniczymy si¢ do odcinkéw réwnolegtych do tej samej linii.
Zakladamy, ze mamy wszystkie liczby bezwgledne, a zatem catkowite, ulamki i w
og6le liczby rzeczywiste, tzn. zakladamy, ze kazdy odcinek potrafimy drugim [odcin-
kiem] zmierzyé. Jezeli s3 dwa dowolne odcinki, to zawsze mozna znalez¢ miar¢ jedne-
go odcinka przy pomocy drugiego.

Wezmy pewien wektor. Kazdy taki wektor mamy umie¢ zmierzy¢ kazdym [innym]
wektorem. Chce [np.] zmierzy¢ b za pomoca a.

a

Pomijam strzatki i mierz¢ odcinki. Wypada, ze b = Ba. Jezeli b jest nie odcinkiem, tylko
wektorem, to musze na tej liczbie to zaznaczy¢. Przede wszystkim dwa kierunki moga
byé wzgledem siebie zgodne albo niezgodne. Inne potozenie nie istnieje — wobec tego,

ze zaktadamy, iz wszystkie wektory sg rownolegte. Wprowadzimy pisownig, np. 5i5,
aby nie miesza¢ znakéw dodawania i odejmowania ze znakami liczb; mozemy tez pisaé

z i n (zgodne i niezgodne). Na przyklad 5 jest miara pewnego wektora przy pomocy
innego, przy czym wektor zmierzony, bedzie 5 razy dhizszy niz wektor mierzacy, a
przeciwnie skierowany. Chce [teraz] zdefiniowaé iloczyn (3 - 5). Moge to wprawdzie
zrobié dowolnie, ale wezme za podstawe definicje dla liczb niemianowanych i automa-
tycznie przeniosg ja na liczby mianowanie. Biorg wektor jednostkowy j:

j

—



Podstawy logiki 135

buduj¢ wektor a = 3j:

a=3j

———

[a] nastepnie b = Sa:
b=35a

Gdy teraz zmierze otrzymany wektor b wektorem j, otrzymam warto$¢é powyzszego
iloczynu.

WYKLAD 2: 16.01.1931

Jedli na dowolnym odcinku [wyznaczg¢ dang liczbg wymierna w ten sposéb, ze]
wykresle jakikolwiek punkt, to [dzigki tej metodzie] mam wyznaczone wszystkie liczby
wymierne, jakie si¢ na tym odcinku zmieszcza. Jedynym skokiem mySlowym, jaki jest
potrzebny do zrozumienia [natury] liczb rzeczywistych, jest to, zeby sobie wyobrazié,
iz wszystkie liczby wymierne mozna na takim odcinku wyznaczyé. Naturalnie liczb
wymiemych jest nieskoficzenie wiele, a wigc trzeba sobie wyobrazié, ze na odcinku
umiesciliSmy nieskoficzenie wiele liczb. Jezeli si¢ zgodzimy, ze tak zrobilismy, to
otrzymamy poj¢cie odcinka liczbowego, tj. odcinka, zaopatrzonego znakami liczbowy-
mi — odcinka, na ktérym umiesciliSmy w odpowiednich punktach wszystkie liczby
wymierne.

Odcinek taki jest to liczba rzeczywista. [To,] ze dwie liczby rzeczywiste sa réwne,
znaczy, iz odnosne odcinki liczbowe maja na sobie [wyznaczona] t¢ sama liczbe [wy-
mierna]. Co innego bedzie [rzecz jasna] réwnos§é odcinkéw, a co innego — réwnosé
odcinkéw liczbowych. Réwne odcinki liczbowe moga byé rdznej dlugosci.

Dziatanie na odcinkach liczbowych mozemy oczywiscie robié¢ na dwa sposoby.

Co to znaczy zmierzy¢ odcinek liczbowy odcinkiem liczbowym? Twierdze [—
przypominam —J, ze kazdy odcinek zmierze kazdym odcinkiem. Chce np. otrzymaé
(V2 +V3). Odcinek liczbowy jest od [wyboru] jednostki niezalezny.

J

—_—

Do odcinka jednostkowego dodajg taki odcinek, ktéry by mierzyt V2:
J
J a=\2
Nastgpnie buduje :

J
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{Podamy teraz — postugujac si¢ wprowadzong metoda — } dowéd proporcjonal-
no$ci rownoleglego podziatu tréjkata:

AC:AB=AC :AB

AC:AB=M)\

AC :AB =)\

AC=MAAB

AC' =)\AB’

Twierdzenie o proporcjonalno$ci sprowadzamy do twierdzenia: Jezeli na ramieniu
tr6jkata obiorg dowolny punkt i poprowadzg [przez niego] réwnolegla do podstawy, [i]
jezeli w punktach B, B’ umieszczg punkt 1 i [nastgpnie] jezeli utworze odcinki liczbo-
we, to powinny one by¢ réwne:

A

NN

Twierdze, ze podzial jest proporcjonalny, tzn. ze z naszego punktu widzenia, jezeli
AC zmierze za pomoca AB, [a) AC' — za pomoca AB’, to wypadna réwne odcinki.
Zatem twierdze, ze znaczki, ktére beda na odcinku AC, znajda si¢ wszystkie na odcinku
AC.

Skoro twierdzenie to udowodnili§my dla liczb wymiernych, to dla niewymiernych
nie potrzebujemy [juz] dowodu.

Metoda logiczna jest przeciwiefistwem metody aksjomatycznej, ktora postuguje si¢
matematyka wspéczesna. Zadamy [mianowicie] tych a tych wlasnosci i te [wlasnosci]
liczymy. Zadanie logiki polega wlasnie na tym, aby [wychodzac] od pewnych elemen-
téw konstruowac coraz wyzsze [pojgcia).

Logika musi budowaé wszystko [wychodzac] z liter. Zajmiemy si¢ wprowadzeniem
poje€ logicznych na przykladzie réwnafi.

WYKEAD 3: 17.01.1931

[WyjdZmy od nastepujacego przyktadu:]
3x+1=x~5.
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Jest to pewna funkcja [zdaniowa].

Cechg istotna kazdej funkcji jest [— po pierwsze —] to, ze musi ona posiadaé
pewna zmienng; po drugie — Zze nalezy do niej pewien zakres dozwolonych
podstawiefi; wreszcie [— po trzecie —] ze jezeli z tego zakresu zaczerpniemy pewng
liczbe, to otrzymamy [...] [okre$lone zdanie]. [Rozwazmy trzy podstawienia za zmienna
x; przez ,,P”’ bgdziemy w dalszym ciagu oznaczaé prawdg, przez ,,F" — falsz, a przez
»V — nonsens.]

x}3x+1=x-5

0 1= -5 F
=3 -8 =-8 P
1 4= -4 F

Co to jest warto$¢ funkcji zdaniowej? Warto$¢ funkceji zdaniowej jest to pewien sad.
Jezeli rozpatrujemy tego rodzaju sady, to nie chodzi nam o ich budowe, tylko o to, czy
jest to falsz, czy prawda. Liczba, ktéra po podstawieniu daje nam prawdg, nazywa si¢
wpierwiastkiem réwnania”.

Tozsamo$¢ teoretyczna jest taka samg funkcja zdaniowa, jak réwnanie. Tozsamo$§é
jest to [mianowicie] taka funkcja zdaniowa, ktéra przy dowolnym podstawieniu za x
daje prawde¢. Na przyklad: x— 1 =x-1.

Tak si¢ przedstawia kwestia z funkcjami zdaniowymi, jezeli ich zakresem s3
wszystkie liczby. Co bedzie, gdy wprowadzimy takie wyrazenia, kt6re zakres [dozwo-
lonych podstawiefi] ograniczaja?

X Vx=1
o F
=3 N

1 P

Précz prawdy i fatszu musimy tu przyjaé jeszcze trzecia mozliwo$¢ — mianowicie
nonsens.

Prof. Lukasiewicz zbudowat trojwartoSciowa logike¢ — przy czym zamiast nonsen-
su wprowadzit pojecie zdania [dowodu ?] niepewnego. Takie stanowisko podyktowane
jest [tym], ze szkola, do ktdrej prof. Lukasiewicz nalezy, nie chce méwié o wyraze-
niach, tylko o tym, co wyrazenia przedstawiaja. Metoda [taka] jest w jaskrawej sprzecz-
no$ci z metoda matematyczng. Dlatego jesli si¢ idzie ta droga, to nie mozna nawiagzaé
do tego, co [rzeczywiscie] robi si¢ w matematyce.

Powodem, dla ktérego nie trzymam si¢ tej metody, jest to, ze logika powinna by¢é
niezalezna od wszelkiej metafizyki, a w szczeg6lnoéci powinna nawigzywaé do po-
wszechnie zrozumiatych rzeczy. Dlatego, idac tokiem tych rozwazafi, doszedlem do
wniosku, ze podstawa logiki nie jest ani sad, ani prawda, ani falsz, tylko wlasnie
wyrazenie i litera. Dla innych logikéw wyrazenie jako takie jeszcze niczym nie jest;
przez wyrazenia patrza oni niejako na to, co te wyrazenia oznaczaja. Uwazam, Ze nie
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ma ani jednego napisu, ktéry by co§ z sensem oznaczat; ale oczywiscie poza pewnym
zakresem. Konkretna logika powinna si¢ trzyma¢ tego, co jest napisane.

Zatem z punktu widzenia logiki: V0=1,V3=1,VI=1t wszystko jest rownie
dobre, bo to wszystko s3 wyrazenia. Reszta nalezy do [dziedziny] klasyfikacji tych
wyrazefi. Pierwsze klasyfikujg jako falsz, drugie — jak wyrazenie bezsensowne, trzecie
— jako prawdg. Dla nas od tej chwili sad prawdziwy jest tak samo dobry, jak sad
falszywy — z punktu widzenia rozpatrywania, a nie jest tak samo dobry — z punktu
widzenia klasyfikacji. Przy tym stanowisku, jakie zajmuje matematyka, zawsze jest
jeszcze trzecia kategoria — [nonsens); tzn. wtedy juz wlasciwie nie méwimy o sadach,
tylko o wyrazeniach; mamy wyrazenia jedne, drugie, trzecie. Jedno wyrazenie nie
przedstawia zadnego sadu, drugi [przedstawia] sad prawdziwy, trzecie — sad falszywy.

[Rozwazmy teraz wyrazenie:]

X_

e
Czy to jest tozsamosé, czy nie? Wedlug definicji — tozsamoScia to nie jest, gdyz nie
zawsze dostajemy prawde: mianowicie dla x = 0 dostajemy nonsens. To prowadzi nas
do pewne;j trudnosci. Musimy wprowadzi¢ poj¢cie twierdzenia. [Na przyklad:]

R+ 12 =x"+2x+ 1.

Znak | przyjat Russell, a przed nim jeszcze Frege, jako znak na twierdzenie.
Poniewaz nie zawsze [co$§] musi by¢ z konieczno$ci prawda, zatem musze odroznié to,
co uwazam za prawde, od tego, co uwazam za nieprawdg. Jezeli mam taki znak, jak
znak twierdzenia, to uwazam napis [poprzedzony tym znakiem] za prawdziwy.

Dopiero odr6znienie twierdzenia od sadu pozawala nam zrozumied, dlaczego swo-
bodnie przyjmujemy sady prawdziwe, falszywe i bezsensowne. Co innego jest [bo-
wiem] sad jako material, a co innego sad jako twierdzenie. [Zastandwmy sig teraz,] czy
wolno mi napisaé twierdzenie:

FE=1
x

Co do tego — zdania sa podzielone. Mog¢ bowiem powiedzieé tak: [jezeli]
podstawig za x — 0, to otrzymam nonsens; z drugiej strony nie wolno za x podstawiaé
tego, co by dawato nonsens, bo w takim razie nie mogliby§my np. operowaé pierwiast-
kiem:

Fx>0>(x)’=x.

{Wré¢my teraz do twierdzenia:]

FEs
x
To twierdzenie mamy prawo napisaé. W takim razie przez twierdzenie bedziemy

rozumieli taka rzecz, ze kazde podstawienie sensowne daje prawdg; niemniej [jednak]
wolno nam powiedzieé, ze powyzsze twierdzenie nie jest tozsamoscia.
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Pojecie tozsamoSci mozemy ograniczy¢ najzupelniej do twierdzefi o dowolnym
zakresie podstawieii przynajmniej w arytmetyce, bo w teorii typéw i to byloby niemoz-
liwe.

[Rozwazmy teraz funkcj¢ zdaniowa:

y+x=1]}

x | yly+x=1
P
F

Tutaj bedzie nieskoficzenie wiele P i nieskoficzenie wiele F.
WYKLAD 4: 22.01.1931

{Wezmy bardziej ztozony przyklad:]
(x-3) - (x+2)=0=x*-x-6=0

=x’=x+6
= |x| =V(x+6)

[Zobaczmy jak przedstawiajq si¢ dwa nastgpujace podstawienia:]

X (x—3)-(x+2)=05|x|=‘/x+6 x=Vx+6
3 0=0 = 3=3 3=13
-2 0=0 = 2=2 2=2

Do porzadnego rozwigzywania réwnafi symbol réwnowazno$ci nie wystarcza.

[Wprowadzimy najpierw poj¢cie sumy logicznej.] Suma logiczna znana jest pod
nazwa ,,p albo g”, to znaczy, albo jedno zdanie zachodzi, albo drugie. Objasnienie tej
sumy w jezyku codziennym nastecza pewne trudnoSci. WyobraZmy sobie, ze chcemy
zbudowaé réwnanie dwdch prostych réwnoczeénie:

y=x+1

y=-x+1.

/1 N\

Réwnanie [to] przedstawia dang liczbe, [to] znaczy, ze kazdej parze liczb,
spelniajacej réwnanie, odpowiada punkt na tej linii — i na odwr6t. ZnaleZ¢ réwnanie
pary prostych — to znaczy — znalez¢ takie réwnanie, aby znowu powyzszy zwiazek
zachodzil.

y=x+lsy-x-1=0

=x+1=y+x-1=0
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@-x-1)-(+x-1)=0

Réwnanie to przedstawia dwie linie proste, przedstawione na rysunku [powyzej].
Jezli punkt nie lezy na tej linii, to ani jednego, ani drugiego czynnika nie obraca w 0, a
zatem dostajemy falsz. Je§li punkt lezy na jednej albo drugiej linii, to jeden z czynni-
kéw obraca si¢ w 0, a zatem réwnanie jest spetnione. Ta my§l, ktéra tym iloczynem
zostata wyrazona, nadaje si¢ do tego, aby ja logicznie sformutowaé. Chodzi tu o to, ze
jaki$ punkt lezy albo na obu prostych, albo na jednej, albo na drugie;j.

x|lyi g=x-D=0vy+x-1=0= (y-x-1) - (y+x-1)=0
0/1 PvP P
112 PvF P
1]0 FvP P
0!0 FvF F

Jezeli ktérykolwiek ze skladnikéw jest prawdziwy, to calo$¢ jest prawdziwa. Funk-
tory sa tu niepotrzebne. {Dodajmy jeszcze, ze] znaki ,,albo” i ,Jub” oznaczajq to samo.
Czy bedziemy czytali [znak ,,v” jako] ,,Jub”, czy ,,albo”, to jest kwestia smaku.?

[Kazda rownowazno$¢, ktérej czlony sa prawdziwe, jest prawda. Powstaja jednak
watpliwosci, czy prawdziwy jest takze sad:]

Sokrates jest czlowiekiem= 2.2 =4,

[Ot6z] jezeli logika odwotuje si¢ do przykladdw z zycia codziennego, a nie robi
tego dostatecznie ostroznie, to naraza si¢ zawsze na watpliwosci, ktére nie sa natury
logicznej, ale pochodza od tego materiatu, z ktérego czerpiemy. Jezeli chcemy logike
porzadnie zbudowaé, musimy z jezyka codziennego zachowa¢ to, co jest najzupelniej
zrozumiale. Poniewaz musimy nawiaza¢ do jakich§ przyklad6éw, bierzemy je [z tego
powodu nie z zycia codziennego, lecz] z matematyki elementarnej. Zatozymy, ze jest
ona [...] [systemem twierdzefi], ktéry zadnych watpliwoSci nie budzi, jezeli si¢ ja
porzadnie przerobi.

[Przyjrzyjmy si¢ wyrazeniu:]

*=d
[Mamy tu:]

lx| =Va*

[albo inaczej:]

x=+Va®
[czyli:]

x=V vx=—~d
[Dla:]

(a=0)

2w oryginale ostatnie zdanie jest nieco dalej, w miejscu oznaczonym: [...] na nastepnej stronie.
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[otrzymujemy:]
=0=x=40vx=-0=x=0vx=0
Alternatywy [tej] nie bedziemy uznawali [za wlasciwa). [...]

[Odpowiednio mamy tez:]
xS as=x<avxi=a
[Przy:}
x+y=1
[i:]
x-y=1
[mamy:]

x+y=1lvx-y=1
WYKLAD 5: 23.01.1931

Nawiazywanie do jezyka codziennego jest o tyle niestuszne, a nawet szkodliwe, ze
kazdemu si¢ wydaje [wtedy], ze to [co nawiazuje do owego jezyka] ma jakie§ zastoso-
wanie w zyciu codziennym, podczas gdy tego zastosowania nie ma i mieé¢ nie moze.

Nikt w nauce nie wprowadza zadnego znaku bez jakiego$ celu, a tylko w nauce
dawniejszej byla moda [na] elegancj¢. Chodzi nam o to, aby stworzy¢ aparat, na ktérym
by si¢ mozna oprze¢ na tyle, aby mozna byto powiedzieé, iz jesli co§ wypadnie z tego
aparatu, to bedzie pewne.

Zastosujmy [obecnie] pojgcie [sumy logicznej] ,,albo” do nierdwnosci.

Mamy dwie jakiekolwiek proste. Chce powiedzieé, ze y jest mniejszy od rzednych
obu prostych. Nie napisz¢ tego bez znaku ,,albo”, bo iloczyn juz mi nie pomaga.

1

\\ //
/

Tk

gn pd

P

1 s

/ >

/
y=ax+b y=cx+d

y=ax+by=cx+d
[Chodzi wigc o to, by obowiazywaty odpowiednio dwa warunki:]

n<ag+b

n<ct+d

Gdyby te dwa warunki obowiagzywaly réwnoczesnie:

n<at+bvn<cf+d
to chodzitoby o obszar podwoéjnie zakreskowany.

Na tym przykladzie bardzo jasno wychodzi to, ze powyzszy uklad moze by¢
spelniony w wypadku, kiedy jedno i drugie jest prawdziwe, mianowicie dla obszaru
podwdjnie zakreskowanego.
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{Teraz wprowadzimy pojecie iloczynu logicznego. Zauwazmy, ze] stéwka ,,i”” uzy-
wa sig ciagle w matematyce, nie piszac tego [wyraznie], np. dla ukladu dwéch réwnafi.
[Ot6z:]

B<a<j
to jest to samo, co

a<jab<a,

[gdzie znak] A — [to tyle, co] ,,oraz”. (Zamiast tego znaku Hilbert uzywa znaku ,+”
albo ,,”’; znak w logice jest rzecza gléwna, dlatego tez byly ciagle wrzenia [mi¢dzy
logikami co do wyboru notacji}, gdyz kazdy chciat to znakowanie udoskonalié.)

Iloczyn logiczny jest prawdziwy, gdy oba czynniki sa prawdziwe; falszywy — gdy
jeden przynajmniej czynnik jest falszywy. [Obrazuje to ponizsza tabelka:]

P g PAgq
Pl P P
P | F F
Fl P F
F | F F

Nauka o nier6wno$ciach drugiego stopnia jest nauka, ktéra po prostu prosi si¢ o
uzywanie symbolu iloczynu. {WeZmy np. nierdwno$¢:]
x-3)-(x+2)<0.
Aby rozwigzywaé [tego rodzaju] nieréwnosci, mozna przedstawi¢ wielomian [wyste-
pujacy] po lewej stronie [nierdwnosci] graficznie. To bedzie najlepsze postgpowanie.
[Mamy wigc:]
x-x-6<0= (x-3)- (x+2)<0= 2<x<+3
[Piszemy] r6wnanie paraboli:
y= P-x-6

[Teraz:]

(x-3)-(x+2)>0=x<-2vx>3

x-3)-x+2)s 0= -2<x<3

(x-3)-x+2)>0=x<-2vx>3

Warunki te uzupelniania si¢ wzajemnie, to znaczy jezeli x czyni zado§¢ warunkowi
pierwszemu, to nie moze czynié zados¢ drugiemu warunkowi. Jeden z tym warunkéw
zachodzié musi. Znak réwnowazno$ci zachodzi [zatem] pomiedzy jednym [warun-
kiem] a negacja drugiego:
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~[x<2)vB<)]l= [(2S DA< 3P

[Na podstawie prawa De Morgana:]
~pve=(-pr~9
{mamy:]

~[x<2)v@B<x)= [~(x<-2)A~(3<x)]
[1 ostatecznie:]

2L x=~(-2>x)

Nie mozna powiedzie¢, zeby prawo [De Morgana, do ktdrego si¢ wyzej
odwotaliSmy] w zyciu codziennym pewnych ustug nie oddawalo — np. w sadownic-
twie. Niemniej [jednak] logicy, ktéry na tego rodzaju zastosowania logiki si¢ powoluja,
zla jej wyrzadzaja przystuge. Cel logiki taki [tylko] by¢ nie moze; musi on by¢ olbrzy-
mi i wzniosty.

[Teraz z kolei wprowadzimy poje¢cie wynikania. Ot6z] mamy [np.] twierdzenie:
Dwie liczby réwne trzeciej sa sobie réwne.

W arytmetyce wzglednie w algebrze operujemy przede wszystkim liczbami. Znaki:
a, b, ¢, x, y, 2 — przedstawiaja dowolne liczby. Twierdze [wigc], ze jezeli w rachunku
dwie dowolne liczby sa réwne trzeciej, to sa sobie réwne. Chcg to [teraz] napisaé za
pomoca znakéw. Ré6wnowazno§¢ tu mi si¢ na nic nie przyda, bo gdyby$my napisali:

a=bAab=c=a=c,
to mozna si¢ od razu przekonac, ze to nie jest prawda:

alb | cll@a=m)ap=0l=(@=c)
1o 1] F P

Otrzymujemy bowiem po lewej stronie falsz, po prawej [za$] prawd¢. Musimy tu
uzyé [wlasnie] wynikania.

WYKLAD 6: 24.01.1931

Mamy twierdzenie nastgpujace:

Fla=b)ab=c)D(a=07)l
Znak wynikania (D) jest zaczerpnigty z zycia codziennego. [Czytajac to twierdzenie,]
musimy zwrdcié uwage na litery. Litera jako taka nic w ogble oznaczaé nie moze; litery
sa tylko na to, zeby na ich miejsce co§ podstawiac: a, b, c ... — nie sa zadnymi liczbami,
tylko wyrazeniami zmiennymi:

Jezeli a, b, c — sa to jakiekolwiek liczby, i jezelia=b,orazb=c,toa=c.
Tak si¢ czyta powyzsze twierdzenie. Nasze twierdzenie musi by¢ prawdziwe dla jakich-
kolwiek podstawiefi za a, b, c:

3 Chwistek stosowat w swoich wykladach notacj¢ kropkowa. Ze wzgledu na to, ze wyszta ona niemal
zupelnie z uzycia, zmieniamy ja wszgdzie na notacj¢ nawiasowa. Wyrazenie ~ [(x<-2) v(3 <x)] = [(-2< x)
A (x < 3)] w notacji kropkowej wyglada nastgpujaco: ~ . x<-2v3<x=.-2S xAx<3”.
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alb]|c (a=b)Aa(b=c) a=c¢ [la=b)Aab=c)]D(a=c)

1]1]1 P P P

10160 F F P

1]1]0]1 F P P

[Mamy nastgpujace zaleznosci:]

PoP

FoF

FoP

O tym, ze z falszu wynika badZz prawda, badZ falsz, tatwo si¢ przekonaé, bo np. z
twierdzenia fatszywego:

a-b=a+b

moze nie zawsze wypa$é prawda.

[To,] ze z falszu wyprowadzamy nieraz prawde, i ze z falszu wyprowadzamy
[niekiedy] falsz, to jest rzecz pewna. Dziwnym jest raczej np. takie twierdzenie:

F(1=0A@0=D]Iod=1).

W calym wynikaniu jest to niepokojace dlatego, ze kazdy miesza dwie rzeczy:
proces dowodzenia, czyli czynno$é, ze zwiazkiem wynikania. Gdy méwimy, Ze z
pierwszego wynika drugie, to kazdy myéli, ze mozna tego dowies¢, podczas gdy
wszystkie metody, ktore posiada, zawodza go, bo nie potrafi do nich nawiaza¢; zapomi-
na o tym, ze powyzszego twierdzenia dowiedliSmy dzigki temu, iz powotaliSmy si¢ na
twierdzenie, ze z falszu moze wynikaé cokolwiek. JesteSmy tutaj na terenie rozszerzo-
nym:

[x+5)=x-Dl= &x=6)

2+ 1D =x"1= (5=6)
bo zadna liczba rzeczywista nie czyni zado§¢ danemu warunkowi. Lewa strona ma stale
warto§¢ F, wobec czego po prawej stronie moge napisaé jakiekolwiek wyrazenie,
majace warto§¢ F. Jezeli przyjmujemy zasadg, ze z falszu wynika falsz i prawda — to
nie czynimy tego dla fantazji, tylko dlatego, zeby konsekwentnie méc stosowaé pewne
twierdzenie.

Wynikanie ze zmiennymi nazywajq niekiedy logicy ,,wynikaniem formalnym”, a
bez zmiennych — ,;materialnym”. Nazwa ta nie bardzo si¢ stosuje ([do odpowiednich
przypadkéw], gdyz oba znaki wynikania s3 [w nich] te same, tylko w pierszym sa
zmienne, a w drugiem za zmienne podstawiono state. Kto by sadzil, ze z zalozenia:

(1=0A0=1)
nie wynika, iz:

1=1,
ten by sie mylil.

Upewnili$my si¢, ze z falszu moze wynikac fatsz lub prawda, ale nie upewnili§my
si¢, ze z falszu kazdy falsz i kazda prawda wynika. Musimy si¢ o tym upewnié. Wynika
za$ to stad, ze takie twierdzenia musimy na kazdy sposéb przyjaé.
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Mamy twierdzenie:

Fl@o29A@=nlo@2n)

Jezeli taka zasade¢ bede chcial przyjaé, to bede musiat powiedzieé, ze jesli z mego
twierdzenia fatszywego wynika jedna prawda, to poniewaz kazda prawda jest réwno-
wazna kazdej prawdzie, wi¢c z tego twierdzenia wynika kazda prawda. Tak samo z
fatszem.

Pplqg . p>oq
PP P
P | F F
F|P P
F | F P

Nalezy odr6znié [— jeszcze raz to podkre§imy —] czynno$¢ wnioskowania od
zwiazku wynikania. Jezeli mamy jakiekolwiek dwa twierdzenia i damy [okre§long]
warto§¢ jednemu i drugiemu, np. twierdzeniu p warto§¢ P (prawda) i twierdzeniu g
warto$§¢ P, to nie potrafimy wyprowadzi¢ zwiazku p O g, jezeli nie b¢dziemy mieli
[odpowiedniego] prawa; ale gdy mamy to prawo, to nie musimy wynikania wyprowa-
dzaé, tylko od razu méwimy, ze jesli jedno i drugie jest prawdziwe, to jedno z drugiego
wynika.

W praktyce codziennej mamy twierdzenia, co do ktérych nie wiemy, czy sa praw-
dziwe, czy — falszywe. Wskutek tego z zadnej tabelki bezpo$rednio w praktyce
korzystaé nie wolno.

alblcl@=bot=al|l@=pHrb=ad>@=9
P | J3

[Oto przykladowe prawa, z ktérych korzystamy.]

F@=b)o(b=a)
Jest to prawo przemienno$ci [znaku réwnosci].

Flla=b)ab=c)lo(@=c)
Jest to prawo przechodnioSci znaku réwnoSci. Zwiazek réwnosci pomigdzy dwiema
liczbami jest to relacja zwrotna i przechodnia, jaka faczy liczby.

Z punktu widzenia wartoSci naprawd¢ mozemy powiedzieé, ze:

(@a=b)o@b=a)={la=b)Aa(b=c)l>(a=c)}

(CERINCEY) B =Ty

ll@a=b)a(b=a)lo[(a=b)>(b=a).
Chociaz jednego twierdzenia z drugiego nie mozna wyprowadzic, to jedno z drugiego
wynika dzigki temu, ze zalozyli§my, iZ sa to zdania prawdziwe. Jezeli napiszemy:

[@=b)2>(b=a)>{l(a=b)a(b=0c)] >(@=c)},

4 Formuta powinna wygladaé raczej nastgpujaco: P=q9)olpog)Aa(godp)].
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to méwimy, ze jest to prawdziwe dzigki temu, ze o jednym i drugim wiedzieli§Smy juz,
ze s3 prawdziwe. Je§li czego$ dowodzg¢, to mam do czynienia z wyrazeniami, ktore raz
sq prawdziwe, drugi raz — fatszywe.

Moja praca w matematyce polega na tym, zeby pomigdzy jednym takim wyraze-
niem a drugim znaleZz¢ jaki§ zwigzek. Jezeli w jednym wypadku z wartosci F wynika P,
to tak musi si¢ dziaé zawsze. Kolizji zadnej w dowodzeniu byé nie moze, dlatego ze
skoro dowodz¢ — to nie mam do czynienia w praktyce z funkcjami, ktérych wartosci
znatbym. Ile razy skorzystam z tego prawa, to wyjda mi prawdy banalne. Jakie konse-
kwencje z tego wychodzg, to pokaze si¢ na réwnaniach.

[Zbadajmy np. podstawienia dla nastgpujacych wyrazen:]

x |x=Vx+6)> [x*=(x+6)]
3 P > P
2! F 5> P
0 F o> F

Widzimy, ze to warto§ciowanie b¢dzie nas prze§ladowalo zawsze przy podstawianiu.
Gdyby$my nie powiedzieli, Zze z dowolnego falszu wynika dowolna prawda, to nie
mogliby§my robié powyzszych podstawien. Z falszu wynika kazde zdanie sensowne, a
z prawdy wynika tylko prawda.

[Gdyby ktos§ pytat o wyrazenia w rodzaju:]

Dwa réwna si¢ trzy O Sokrates jest czlowiekiem
[to odpowiedzieliby$my, ze] tego [zwiazku] nie mamy [tutaj] o tyle, ze przyjeliSmy
okreslenia z zakresu matematyki.

WYKLAD 7: 29.01.1931

Twierdze, Zze mamy [oto] przed soba aparat, ktéry pozwoli nam wyprowadzi¢
wszystkie twierdzenia logiczne prawdziwe, w ilosci dowolnej, zupetnie mechanicznie,
bez zadnego zrozumienia, co te twierdzenia maja oznaczaé. Juz algebra jest czym$
podobnym — lecz tam materiat jest nieco szerszy, ale reguly [tam wystgpujace] trochg
trudno pojaé. Chodzi o to, ze tutaj sa te reguly niestychanie proste. Mamy przede
wszystkim dwie zasady:

L p, q,r, s, t, v, w— s [to] wyraZenia.

1L Jezeli E, F sa [to] wyrazenia, to i /EF jest wyrazeniem.

Sa to reguly budowania wyrazefi. [Aby wyjasni¢ znaczenie schematu /EF,] wystar-
czy tylko poda¢ tabliczke do liczenia:

E|F IEF
+ | + -
+ -

I
+
+ |+ |+
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Jesli z tabliczki wyjda same warto§ci prawdziwe, to taka rzecz bede¢ uwazat za
twierdzenie logiczne; [inaczej méwiac,] jezeli tabliczka daje same prawdy, to wyraze-
nie jest twierdzeniem. Nie twierdze, ze to jest powiedziane jezykiem precyzyjnym —
bo to jest metoda obrazowa. Logika systematyczna takimi obrazami si¢ nie postuguje,
lecz chodzi o to, ze to jednak kazdemu wystarczy — bo tu nieporozumienia zadnego
nie ma. Niemniej jednak, gdy si¢ temu blizej przypatrzymy, to si¢ pokaze, iz tu sa r6zne
watpliwosci, a gdy zechcemy je usunad, to si¢ rzecz rozwlecze. Chodzi teraz o to, jak
mamy taka tabliczke robi¢. Kazdy mySlacy zauwazy, ze mamy dwa gatunki zmiennych:
zmienne, przy pomocy ktérych obja$niamy, i zmienne, ktdre jako przedmioty wprowa-
dzamy; mamy wigc zmienne systemu i te zmienne, przy pomocy ktérych rzecz ob-
jaSniamy. Jezeli objas$nimy rzecz przy pomocy zmiennych, to juz wychodzimy poza
jezyk codzienny, ktéry pojecia zmiennych nie zna. Ci logicy, ktérzy chcieli wszystko
sprowadzi€¢ do jezyka codziennego w Scistym tego stowa znaczeniu, napotykali na te
trudnoéci, ze niejednokrotnie nie wiadomo bylo, co to jest jezyk w §cistym znaczeniu, a
po wtére — nie mogli wprowadzi¢ zmiennych.

Moze kto§ powiedzieé, ze przez wprowadzenie skoficzonej ilo$ci niewiadomych
dostaniemy za mato twierdzef, a w takim razie trzeba tych liter podaé wigcej. Mogli-
bySmy taka przyjaé zasadg:

Jesli E jest litera, to E jest wyrazeniem.

Jesli E jest litera, to E’ jest litera.

Wtedy mielibySmy nieskoficzonoS¢.

Cel, do jakiego dazymy, polega na tym, zeby z nas samych wydoby¢ to, co jest
maszyna. Nasze zycie wewngtrzne nie jest maszyna. Pokaze si¢ [natomiast], ze cale
rozumowanie, ze wszystkie nauki aprioryczne — naleza do gatunku maszynowego.

Jezeli wprowadze E’, to mam trudnos$¢ podstawiania za E. Za E mamy podstawiaé
wyrazenia; milczaco albo wyraznie muszg¢ powiedzied, ze jesli E jest litera, to E' nie
zawiera E.

To, ze mamy skoficzong ilo§¢ twierdzefi ciekawych, to nas nie martwi, bo caty
rachunek twierdzefi logicznych nie wychodzi poza skoficzona ilo§¢. Tu jednak
skoficzonej iloéci twierdzefi nie mamy, bo mozemy komplikowaé sprawe w nieskofi-
czono$é. To, ze twierdzenia bgda sig powtarzaly, jest do pewnego stopnia niepotrzebne,
ale to powtarzanie si¢ moze nas jednak interesowagé.

Powiadamy: mamy przed soba mniej wigcej okreSlony system i zmechanizowany
tak zwany rachunek zdafi albo logike elementarna. Nie méwie, ze ona wystarcza, ze
wyczerpuje wszystko, ze jej zastosowania sa wazne; ale ona sama jest wazna: samo
zjawisko, ze taka maszyna my§lowa istnieje, jest wazne.

Teraz przeprowadzimy szereg ¢wiczefi, ale przedtem uwolnimy si¢ raz na zawsze
— przez wprowadzenie odpowiednich skr6téw — od znakéw pozostalych, znowu nie
praktycznie — tylko teoretycznie.

Dotad pisali§my:

FEpog)=(ppvy)
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Zrobimy tak, aby zostat tylko jeden znak, a zrobimy to za pomoca definicji.

Ale pojecie definicji jest niestychanie metne, jezeli chodzi o tradycje. Nalezy si¢
[zatem] nad znaczeniem tego pojecia zastanowi€. T¢ sprawe odkladamy jednak na
p6zniej, bo mamy za maly material, aby krytyke réznych [takich] pojeé, jak definiowa-
nie, przeprowadzi¢. Pokazemy jednak metodg definiowania.

Russell pisze w ten spos6b:

Po9=(-pVva Df
[gdzie ,,Df” jest skrétem stowa ,definicja”). Jezeli si¢ kto$ pyta, co znaczy [tu],r6wna
si¢”, to trzeba powiedzie¢, ze to nie jest zadna réwnos¢, bo znak ,,.Df’ oznacza, ze to
jest zdanie innej kategorii — ze to zdanie nie nalezy do wlasciwych twierdzes.

Prof. Wilkosz pisze w ten sposéb:

PO (~PV Q).

Wprowadzenie znaku .5, jest bledne, bo znak ten wymaga [dalszego] objasnienia.
Przy obja$nieniach [za§] napotykamy na pewne trudnosci, a co gorzej zamazujemy rol¢
definicji. Wtedy definicja jest tylko malum necessarium. Definicja nalezy raczej do
interpretacji systemu.

Jezeli E, F sa [to] wyrazenia, to zachodza nastgpujace skroty:

Skrét Wyrazenie Objasnienie stowne
~E /IEE negacja
EvF /| ~E~F suma logiczna
EDF /E~F implikacja
EAF ~/EF iloczyn
E=F (EoF)A(FDE) rOwnowazno§é

Aby istot¢ [powyzszych] rzeczy zrozumieé, trzeba jeszcze jednego wysitku
umyslowego. W matematyce tak [to] rozumiemy, ze niejako [najpierw] wiemy, co [to]
jest negacja, a [dopiero p6zniej] wyrazamy to pewnym znakiem; tu jest przeciwnie, bo
ja [najpierw] wiem, co to jest znak, a dopiero ten znak interpretuj¢ [nastepnie] jako
negacj¢. To, co tu jest naprawdg interesujgce, jest przerzucone w dziedzing interpretacji
systemu. Uwazamy, ze podstawa [tych] rzeczy jest wla$nie strona maszynowa;
drugorz¢dg rzecza sa obja$nienia tego, a tymczasem zdaje si¢ by¢ na odwr6t. Robig tak
dlatego, ze wlasnie dla tych poje¢ chece szukaé jakiej§ solidnej podstawy, ktérej nie
znajdujemy w jakim§ my$leniu, bo wlasnie swobodne my$lenie napotyka na tyle trud-
noéci i zawilosci, Ze na nim oprze¢ si¢ nie mozemy. Opieramy si¢ [wigc] na pewnym
szablonie. Pojecia zajmujace [nas] wprowadzamy do tego [wfasnie] szablonu.

Jest to zreszta zupelnie co§ podobnego, jak si¢ dzisiaj robi [w podobnych sytu-
acjach] w fizyce. Fizyk bowiem, majac chaos zjawisk — buduje teorig. Teoria przekra-
cza czg¢sto zjawiska, a nawet czasem nie ma nic ze zjawiskami wsp6lnego. Ale fizycy
powiadaja, ze gdy stworza taka maszyn¢ i przyloza ja do zjawisk — bedzie si¢ wszyst-
ko zgadzato. :
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Nalezy jeszcze zaznaczyé, ze eliminowanie tych symboli moze by¢ bardzo zmudne,
i dlatego w praktyce tego nie robimy. System logiczny jest to utwér bez definicji, a wiec
w praktyce z tym nie mamy do czynienia. Wprowadzenie tych symboli ma charakter
subiektywny, bo jezeli nimi operujg, to na nich polegam.

WYKLAD 8: 31.01.1931

[Pokazemy teraz na przykladach wzigtych z historii logiki, jak nasza maszyna
dziala.]

Duns Scotus, filozof franciszkafiski z drugiej potlowy XIII wieku, powiada tak: w
kazdym dobrym wynikaniu z przeciwiefistwa nastgpnika wynika przeciwiefistwo po-
przednika. Jezeli mamy wynikanie:

pPog,
to — wedlug niego — z tego ma wynikaé, ze z zaprzeczenia nastgpnika wynika
zaprzeczenie poprzednika, tzn.:

P>o>9>(~g>-p).

Jest to twierdzenie, ktérego prawdziwo§¢ wyliczymy [za pomoca naszych tabliczek]
momentalnie. Z uwagi na zasade podwéjnego przeczenia mozemy to twierdzenie od-
wricié. Jest to tak zwane prawo kontrapozycji.

_p | q (o9 D(g>~p)
+ + + + o+
+ - -+ =
- + +  + +
- | - + + o+

Przedtem potraktowali§my sprawe jako maszyne. Twierdzefi interesujacych albo
mniej interesujacych [— wzigtych jako przyklady —] nie bylo. Teraz nawiazemy
trochg do zycia. Szalona jest réznica pomigdzy poziomem intuicyjnym, a dawnym [—
czysto mechanicznym]. Tam wszystko si¢ gubi w stowach, mozna mie¢ watpliwosci,
czy to jest prawda; a tu juz wszystko jest mechaniczne.,

Wedlug Dunsa Scota otrzymujemy tez:

p ! q P2g > ~(~qAp)
+ | + + ++
+ | = - _+ -
- + + + +
- - + ++

[Ostatecznie wigc mamy dwie rdwnowaznosci:}



150 Leon Chwistek

plag|l (pog=(~g>~p) Pog)= ~(~qAp)
+ | + + +
+ | - + +
-1+ + +
-1 - + +

Prawo addycji (dodawania) [glosi]: z ktéregokolwiek sktadnika sumy [czyli dyzjun-
ktywy] wniosek na sumg jest dobry, to znaczy ze skladnika sumy moge¢ wnioskowaé o
calej sumie, czy zachodzi, czy nie. [Oczywiscie nie zachodzi zalezno§¢ odwrotna.]

pig| popvy qo(ve) | (pvg)oq
+ | + + + +
+ | - + + -
-1+ + + +
- | - + + +

To jest prawo, ktére figuruje w aksjomatyce Russella i Hilberta.

Duns Scotus méwi jeszcze: jesli jakie§ twierdzenie implikuje sprzeczno$é (a
sprzeczno$é to twierdzenie i zaprzeczenie zarazem), to z tego wynika dowolne twier-
dzenie (w konsekwencji formalnej).

plqglr S@a~@lopon
+ |+ [ + +
+ |+ | - +
+ | = [+ +
e e +
- |+ | + +
- |+ | = +
-1 -1+ +
- -1 - +

To jest najistotniejsza rzecz w catym rachunku. Przykiad:

Sokrates jest i Sokrates nie jest O laska stoi w kacie.
Duns Scotus odréznia niemozliwo$¢ od falszywosci, podczas gdy my nie mamy tego
odréznienia i tylko przyjmujemy falszywo$é. M6wi on: z jakiegokolwiek zdania nie-
mozliwego wynika dowolne zdanie, nie na podstawie konsekwencji formalnej (tzn. ze
nawet liczy¢ tego nie trzeba), ale na podstawie prostej konsekwencji materialnej.
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P ~po(p>Oq)
+ |+ +
+ | - +
- | + +
- | - +

[Kolejne twierdzenie, ktére znajdujemy u Dunsa Scota brzmi:] je§li jakie§ zdanie
jest prawdziwe, to wynika ono z dowolnego twierdzenia.

plq po(g>op)
+ | + +
+ | - +
- |+ +
-] - +

Na tym koficzy si¢ Duns Scotus.

Przejdzmy do autora jemu wspdczesnego z XIII wieku, mianowicie do Raimunda
Lulla.

Jest on z innego [jeszcze] wzgledu stawny — mianowicie z tego, ze pierwszy
zbudowal maszyng logiczna. Maszyna ta nie siggala zbyt daleko: byla to zwykta sztuka
kombinowania. Byl to rodzaj tablic, na ktdérych si¢ kombinowalo pewne wypadki.
Jezeli chodzi o [sama] rzecz, to Lullus niewiele zrobil; jezeli chodzi o pomysl, to
odegrat on taka role, jak Leonardo da Vinci dla aeroplanu.

Ogromnym potwierdzeniem tendencji maszynowych jest maszyna logiczna, dalej
arytmometr (przyrzad do dodawania, mnozenia itd.). Juz suwak logarytmiczny jest do
pewnego stopnia maszyna. [Przypomnijmy, ze calo§¢ zycia wewnetrznego nie da si¢
zredukowa¢ do mechanicznego rachunku.] Nam [jednak] nie chodzi o my$lenie jako
calo$¢, o mySlenie wraz z uczuciem, tylko o mysSlenie Scisle, a zatem o takie mySlenie,
jakie jest w matematyce. Matematycy dawniejsi byli zdania, ze myS§lenia Scistego poza
liczeniem nie ma; ze musi si¢ zaczaé od liczb naturalnych. Rachunek [logiczny] jest
jeszcze ciflejszy niz matematyka, bo reguty [jego] sa jeszcze prostsze i jeszcze latwiej
dadzg si¢ sformutowaé.

[Ot6z] Lullus méwi: jezeli z poprzednika mamy jaka$§ dobra konsekwencje, to z
tego wynika, Ze je§li co§ wynika z nastepnika, to to samo wynika tez z poprzednika.
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P2 lqgir wog>o[gonop@on)
+ | + | + +
+ |+ | - +
+ | -1 + +
+ | - | = +
- | + | + +
- |+ | = +
-1 - | + +
-0 -1 - +

To jest prawdziwy sylogizm, albo lepiej — zasada sylogizmu. Jest to naczelna
zasada logiki, ktéra przy zaksjomatyzowaniu logiki wysunie si¢ na pierwszy plan. Ale
my$my jeszcze nie zaksjomatyzowali logiki. [To b¢dzie dopiero nastgpny krok w naszej
konstrukciji.]

[Lullus powiada dalej, ze] kazda konsekwencja jest dobra, ktérej poprzednik z
zaprzeczeniem nast¢pnika nie zgadza sig.

~@A~9)D(p>9)

Prg)=-@/q)

Pr-9)=~(p>9)

Autor korzysta ze wzoréw [zwanych obecnie ,,wzorami] De Morgana”.

PAr-9=~(P>9q)

[Nastepne prawo Lulla brzmi:] z iloczynu logicznego moge wywnioskowaé jakikol-
wiek skladnik.

Prq@)>p

Prg)>ogq

To prawo chcieliby$§my wyjasni¢ z tego punktu widzenia, ze dla czlowieka niewy-
trenowanego w logice jest to prawo niezrozumiate wskutek [...] zbytniej zrozumiatosci.
Twierdzenie to znane jest pod nazwa ,twierdzenia Leibniza”.

[Przejdzmy teraz do Williama] Occama (}1374), nominalisty, ktéry wzial bardzo
intensywny udziat w walce realistéw z nominalistami. Powiedziat [on m.in.:] nie mozna
obalié teoretycznie wiary w ingerencj¢ duchéw, ktéra w historii odegrata wielka role.

[Occam] méwi o sumie logicznej, ze na to, aby byla ona prawdziwa, potrzeba, aby
jedna lub druga strona byla prawdziwa. Aby suma logiczna byla falszywa, zadamy, aby
obie strony byly falszywe.

[Z suma logiczna zwiazane jest] prawo De Morgana: zaprzeczenie dyzjunktywy jest
iloczynem, ztozonym z zaprzeczonych sktadnikéw dyzjunktywy.

~@vp=(-pr-q)

Z kazdej czgéci dyzjunktywy moge wnioskowa¢ o catosci.
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~pvigog)’

Jezeli w iloczynie dodamy sad prawdziwy, to nic si¢ nie zmieni:

@Pog)2pAr)D(gan]

[To ostatnie] prawo wypowiedziat Albertus de Saxonia (XIV wiek).

[Na tym koficzymy przeglad niektérych tradycyjnych praw rachunku logicznego.]
Zajmiemy sig [teraz jego] aksjomatyka.

Najpierw przejdziemy ja z punktu widzenia historycznego. Skoficzymy na aksjoma-
cie Nicoda, z ktérego Hilbert trochg si¢ $mieje, ale ktéry jest bardzo ciekawy.

Aksjomat Nicoda [wyglada nastepujaco]:

& lIplqritittlisqlipsips

[Mozna go tez przedstawié nastepujaco:]

= [pl (@I DYV (s (pls) (pls)]}

[P2(gAnNID {2 ) Al(s/g) > (pl9)])

(/gL (@~1)/((s 1)/~ (p/s)]}

Aksjomat ten zawiera w sobie znieksztalcong [zasad¢] sylogizmu i identycznosci
logiczne;j.

Nicod doszedt do tego, ze logike mozna wyprowadzi¢ z dwéch aksjomatow:

F@o

F (2 q) > [(~s/g) > (pls)]

[Rozwazmy blizej metodg aksjomatyzacji stosowana w logice. Punktem wyjscia
jest uklad aksjomat6w. ] Jezeli [teraz] mamy kilka aksjomat6w, to musimy znaé reguty
budowania i udowadniania twierdze.

[Przyjmijmy, ze:]

P g, 1, 5, t — sa literami
[oraz wspomniane juz wyzej zasady:]

Jesli E jest litera, to E jest wyrazeniem.

Jesli E, F sq [to] wyrazenia, to /EF jest [tez] wyrazeniem.

To jest [reguta] budowania wyrazefi.

[Przyjmijmy dalej] regule podstawiania:

Jesli zachodzi - E, [i] jesli I jest litera i E zawiera I, [i] jesli F jest wyrazeniem, [i]
jesli [zarazem] K jest wynikiem podstawienia F za I w E, to zachodzi K.

Badanie glgbsze nad natura podstawiania doprowadzito do tego, ze musiato si¢ wpro-
wadzié osobny symbol: (EFGH), [co] czytamy: je§li w E za F podstawi¢ G, to otrzy-
mam H.

Jest osobna nauka teoretyczna, mianowicie [tak przeze mnie zwana] semantyka, tzn.
nauka o podstawianiu, nauka o znakach [(zaznaczmy, ze] zwykle ,,semantyka” oznacza
nauk¢ o oznaczaniu wyrazefi). Kwestia podstawiania jest najwazniejsza wlasciwie

S powinno byé chyba raczej: p > (p v g).
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kwestia w logice i matematyce. Wszystkie trudnoSci matematyczne natury bardziej
teoretycznej sprawia podstawianie.

(Dotaczymy to tego] regule¢ odrywania (tzw. modus ponens):

Jes§li zachodzi E oraz - E o F, to zachodzi F.
Nicod zmodyfikowat to twierdzenie [w nastgpujacy sposob]:

Jeshi zachodzi - E i jeSli - E/G/F (i jeSli z E wynika G oraz F), to zachodzi F.

WYKLAD 9: 5.02.1931

W aksjomatyce Whiteheada i Russella znajdujemy:

Jezeli E jest wyrazeniem, to i ~E jest wyrazeniem.

Procz tego suma logiczna jest [tam] przyjeta jako termin pierwotny. Wigc jeSli EF jest
wyrazeniem, to termin (E v F) jest wyrazeniem.

Reguta odrywania jest [w tym systemie] bez kreski, {a] mianowicie:

Jesli zachodzi I E oraz je§li zachodzi - E O F, to zachodzi |- F.

((E o F) jest skr6tem zamiast (~E v F))

Whitehead i Russell przyjmuja az pigé aksjomatow. Hilbert [natomiast] przyjmuje
cztery [aksjomaty]. [Oto aksjomatyka Whiteheada i Russella:]

(1) Zasada tautologii:

Fpv(p>op)

Jest to zasada dosyé nieprzyjemna, ale potrzeba ja w rachunkach przyjaé.

(2) Zasada permutacji czyli przemienno$ci symbolu ,,v”:

Fva)ogvp
Bez takiej zasady, podanej otwarcie czy w sposob ukryty, ruszy€ si¢ nie mozemy.

Taka zasada jest przemycona [réwniez] w aksjomacie Nicoda:

k- [pl@/D){(t > 0/[(s/g) > (P/s)]}

Zachodzi zasada przemienno§ci:

F (p 2 p){(t 2 D/((slp) = (pis)]}

[Wyrazenie ,,(s/p) D (p/s)” stanowi] zasadg przemiennoéci dla kreski. [Skadinad to,]
czy mam zasade przemiennosci dla kreski, czy dla znaku [,,v"], to wszystko jedno, bo
to s3 tego samego gatunku znaki. Zasada ta wyraza si¢ w zwyklej arytmetyce w sposéb
nastgpujacy:

(a+b)=(b+a)

Metoda Nicoda uwalnia nas od przyjmowania tych zasad, ale te zasady bynajmnie;j
nie przestaja istnieé. Wszystkie te zasady zostajq de facto przy pomocy [aksjomatu]
Nicoda wprowadzone.

(3) Zasada addyc;ji:

Fp>o(gvp)

(4) Zasada kojarzenia (assocjacji) (podobnie jak w arytmetyce zwykiej):

Flpvigvr)olrvipvg)l
Zasada ta odpadta u Hilberta, gdyz udato si¢ ja wyprowadzi€ z pozostatych aksjomatow.
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W zwyklej arytmetyce mamy to samo, gdy si¢ pisze: a + b + c; §ciSle [rzecz biorac]
powinni§my pisac: '

[@a+b)+cl=la+(b+)]

(5) [Zasada] sylogizmu (ktéra jest w tym systemie zamaskowana):

F@P>9>lpvr>o(gvr)
[Zasada ta jest] prawem sumacji w przeciwiefistwie do prawa addycji. Twierdzg, ze jest
to sylogizm zamaskowany. Jest bardzo uzyteczne dla zrozumienia aksjomatu Nicoda
[zdemaskowanie tego prawa], gdyz jest to zasadniczy schemat sylogizmu, ale schemat
zamaskowany. Aby go zdemaskowaé, wystarczy xamiast p i g da¢ ich negacj¢. Wow-
czas dostaniemy:

FEpo~g)D[(~pv D (~q V)]
Albo krécej:

FEpo~g)2lpon>o(@o)]
Jezeli za r damy g, to otrzymamy z aksjomatu Nicoda:

@2 @ 0(~s/g) > (p > 9]}
Powyzsze twierdzenie powinni§my wyprowadzi¢ z ogblnych twierdzefi. Pokazemy
tylko tok mysli.

Z trzeciej zasady mamy twierdzenie:

GDkpo@ve
(jako szczegOlny przypadek addycji). Jezeli w [zasadzie] addycji na miejsce g
podstawig p, to wyjdzie twierdzenie (3.1). Biorg [teraz] tautologie:

Fpo@vp)

Fevp)op

E

Nie mamy tu sylogizmu gotowego, tylko sylogizm znieksztalcony:

FE>F)D(EVG)D(FvG)]

[(pvp)oplo{llevp)Vv-p]D (pV-p)}

E F

Stosujac modus ponens, moge E oderwad.

Flievp) v~plo @V -p)

GDkFpove

B2kF-~pvipvp)
Permutacje pisz¢ schematycznie:

(EvVF)D(FVE)

Flpv@evpollevpv-pl
Na podstawie modus ponens mam twierdzenie:

B3)F@vpv-p

Fpv~p
Twierdzenie to jeszcze nie jest tym twierdzeniem, o ktére nam chodzi. Musze do niego
zastosowaé permutacj¢. Znowu piszg twierdzenie permutacyjne:
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(EvVF)D(FVE)
Pv-~p)>D(~pvp)
F~pvp

pop

(.18

$Tu urywajg sig notatki przekazane nam przez Profesora Szalajke.



