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Jan Lukasiewicz

Logika i problem podstaw matematyki'

Kiedy w Szwajcarii publikowano po niemiecku zamieszczony ponizej tekst, Ojczyzna
jego autora, Jana tukasiewicza, rozdarta byta miedzy dwéch zaborcé6w: narodowo-
-socjalistyczng Rzesze Niemieckq i Rosje sowieckq. Obaj okupanci postawili sobie za
cel likwidacje elity kulturalnej Polski. Prowadzi¢ do tego mialy dwie drogi: wyniszcze-
nie fizyczne inteligencji i przerwanie ciggtosci tradycji intelektualnych Narodu.

Drukujemy ,,Logike i problem podstaw matematyki” w polskim przektadzie nie tylko
dlatego, Ze jest to znakomity tekst wybitnego uczonego — prawie niedostgpny w pols-
kich ksiggozbiorach. Dajqc go do reki naszym Czytelnikom, chcemy przede wszystkim
odtworzyé jeszcze jednq nié wiezi z dziedzictwem, ktére dla nastgpnych pokoleri Pola-
kéw miato po prostu przestaé istnieé.

Redakcja

1. Podstawowa dyscypling logiczna jest rachunek zdan. Nad rachunkem zdaf nadbu-
dowane sg inne dyscypliny logiczne, w szczegdlnoSci rachunek predykat6w, a z kolei na
logice opiera si¢ cala matematyka. Rachunek zdaf jest wigc najglebsza podstawa
wszystkich nauk dedukcyjnych. Temu fundamentalnemu rachunkowi i jego znaczeniu
dla matematyki po§wigcony jest niniejszy wyklad.

2. Logike zdaf stale zaniedbywano. Nieznana Arystotelesowi, wynaleziona zostata
dopiero przez stoikéw. Jednakze stoicka logika zdan zostata wyparta zar6wno w staro-
zytnosci, jak i w Sredniowieczu i czasach nowozytnych przez Arystotelesowskya

1Zob.: ,Die Logik und das Grundlagen problem”, Les entretiens de Zurich sur les fondements et la méthode
des sciences mathématiques. 6-9 Décembre 1938. Exposes et discussions (red. F. Gonseth), Zurich, Editeurs
S.A. Leemann fréres & Cie. 1941, s. 82-100.
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sylogistyke. Praca genialnego niemieckiego logika Fregego, ktéry w 1879 roku stworzyt
rachunek zdafi niemalze w doskonalej postaci, nie zwrécita na siebie zrazu zadnej
uwagi. Dopiero w 1910 roku pp. Russell i Whitehead w swojej fundamentalnej pracy
Principia mathematica umie$cili rachunek zdan na szczycie logiki matematycznej, gdyz
stalo si¢ jasne, jakie zasadnicze znaczenie ma ta dysyplina w obrebie nauk matematycz-
nych.

3. Mimo to po dzi§ dzien wigkszo§¢ matematykéw zdaje sig nie wiedzie¢ zbyt wiele
o rachunku zdan. Postuguja si¢ oni catkowicie intuicyjnie, jak to czynit juz Arystoteles,
kilkoma najprostszymi regutami wnioskowania tej logiki, nie domyslajac si¢ przy tym,
jak bogata jest ona w twierdzenia i jaka obfito§¢ probleméw nastrecza. Aby moich
Szanownych Stuchaczy wprowadzi¢ w te problemy, chcg jako przykiad wymieni¢ dwie
spo$rdd najczesciej przez matematykéw uzywanych regut wnioskowania, ktére naleza
do logiki zdaf.

4. Jesli dane s3 dwie przestanki o nastgpujacej postaci: ,jesli p, to g” oraz ,,jesli g, to
r’, to mozna z nich wyciagnaé¢ wniosek: ,,jesli p, to ¥’. W ujeciu symbolicznym (,,C”’
odpowiadaja slowa ,jesli-to”):

Cpqg P
qu P2
Cpr S

Jesli pierwsza przestanke oznaczy si¢ przez Py, druga przez P, a konkluzjg przez S,
to oczywiscie zachodzi formuta:

(H) CP\CP, S.

A wigc, ,jesli Py, to jesli Py, to S”. Jesli w formutach tych na miejsce liter Py, P21 S
podstawi si¢ wyrazenia przez nie oznaczane, to otrzymuje si¢ nast¢pujaca teze rachun-
ku zdafi:

) CCpqCCqrCpr.
Stownie: ,Jesli (jesli p, to g), to [jesli (jesli g, to r), to (jesli p, to r)]”. Jest to prawo
sylogizmu hipotetycznego, najbardziej znanego sposobu wnioskowania.

5. Inng bardzo czesto stosowang regula wnioskowania jest wnioskowanie posrednie.
Zdania p dowodzi si¢ posrednio w ten sposob, ze za punkt wyjscia w dowodzie bierze
si¢ jego negacje¢ Np (,,N”’ oznacza ,,nie”’), a z Np wynika zdanie g, o ktérym wiadomo, ze
jest fatszywe. A zatem, wnioskuje si¢ dalej, ze roOwniez Np musi by¢ falszywe, a stad p
musi by¢ prawdziwe. Wnioskowanie poSrednie ma przeto forme:

CNpg P,
Nq P2

P S
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Gdy do tej reguly wnioskowania zastosuje si¢ formute (1), to otrzymuje si¢ inng
tez¢ rachunku zdan:
3 CCNpqCNgp.

Teza ta, kt6ra stownie brzmi: ,,jesli (jesli nie-p, to g), to (jesli nie-g, to p)”, jest jedna
z odmian prawa transpozycji.

6. Ta druga regula wnioskowania zostata zakwestionowana przez znanego matema-
tyka, p. prof. Brouwera. Daje si¢ ona mianowicie uzy¢ do udowodnienia istnienia takich
liczb, ktérych nie mozna wytworzy¢ efektywnie — czyli droga konstrukcji. Efektywnie
dowodazi sig¢ np. istnienia prostych liczb pierwszych, na podstawie nastgpujacego twier-
dzenia logiki predykatow:

4) CFaXxFx.

Stowami: ,Jedli F od a, to istnieje takie x, ze F od x”. Jesli ,,Fx” znaczy ,x jest
prosta liczba pierwsza”, i jeSli w (4) zamiast a podstawi sig¢ liczbe 2, to otrzymuje sie
nast¢pujacy wywod:

{11 CF2XZxFx
(21 F2

(1] = C12)(3]
(31 ZxFx.

Méwiac swobodnie:
1. Jesli 2 jest prostq liczbg pierwsza, to istnieja proste liczby pierwsze.
2. 2 jest prosta liczba pierwsza.
A wigc przez odrywanie:
3. Istnieja proste liczby pierwsze.

7. Twierdzenie ezgzystencjalne ZxFx mozna réwniez udowodnié posrednio. Jesli
przyjmie si¢ negacje tego twierdzenia, czyli NXxFx jako punkt wyjscia dla dowodu, to z
tej negacji otrzymuje si¢ twierdzenie fatszywe o i na podstawie tezy (3) twierdzenie
egzystencjalne. Wyw6d wyglada nastgpujaco:

(11 CCNpgqCNgp
[2] CNXZxFxo.
[3] Noa
[1] p/ExFx, g/ou = [4]
[4] CCNZxFxaCNoZxFx
[4] = C[2](5]

[5] CNoZxFx
{51 = C[3](6]
[6] ZxFx.

Zaklada sig tu, ze [2] i [3] sa przestankami prawdziwymi. Przez podstawienie do [1]
otrzymuje si¢ [4], a z [4] uzyskuje si¢ poprzez dwukrotne odrywanie zdanie egzysten-
cjalne [6].
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8. Zdania egzystencjalnego otrzymanego w ten — czyli nieefektywny — spos6b nie
chca uznaé zwolennicy logiki intuicjonistycznej. W zwiazku z tym sa oni zmuszeni
odrzucié réwniez prawo transpozycji CCNpgCNgp. Istnieja tez jeszcze inne tezy logiki
zdan, ktére wedtug intuicjonistdw nie maja wazno$ci ogdlnej. Wsréd owych proskrybo-
wanych tez znajduje si¢ druga odmiana prawa transpozycji CCNpNgCpq, ponadto
prawo podwdjnego przeczenia z negacja w poprzedniku CNNpp, jak réwniez prawo
wylaczonego §rodka ApNp (,,A” jest znakiem alternatywy ,lub”; ,,ApNp” znaczy ,,p lub
nie-p”). Natomiast wazno$¢ zachowuja dwa pozostate prawa transpozycji, CCpgCNgNp
i CCpNqCgNp, prawo podwdjnego przeczenia z negacja w nastgpniku CpNNp, oraz
prawo niesprzeczno$ci NKpNp (,,K jest znakiem koniukcji ,,i”; ,,NKpNp” znaczy ,nie
zarazem p i nie-p”). Sprawa staje si¢ powazna: widaé, Ze istnieje spér wewnatrz
najprostszej i najbardziej podstawowej dyscypliny logicznej — prawdziwy spér o pod-
stawy matematyki.

9. Wszelako logika zdafi nie jest kupa kamieni, ktéra bedzie istniata dalej nawet gdy
si¢ z niej kilka kamieni usunie; przeciwnie, jest ona mechanizmem o najwigkszej
precyzji, ktdéry staje juz po usunigciu jednego koleczka i musi byé przebudowany.
Dlatego wszyscy jeste$my wielce zobowiazani p. Heytingowi, ze przedsigwziat on w
1930 roku formalizacje intuicjonistycznego rachunku zdaf. Udato mu si¢ zbudowaé
system aksjomatéw dla intuicjonistycznego rachunku zdafi, ktérego nie bedg tu
przytaczal; natomiast w zwiazku z tym systemem chciatbym zakomunikowac Pafstwu
wynik, do ktérego doszedtem w maju biezacego roku dzigki zachecie ze strony mojego
wielce szanownego przyjaciela, p. prof. Scholza z Miinster; wynik ten utatwi nam
dokonanie poréwnania migdzy zwykla i intucjonistyczna logika zdan.

10. Do zbudowania zwyklego rachunku zdafi wystarcza nastgpujacy niezalezny
system aksjomatdw, sktadajacy si¢ z czterech grup aksjomatéw:
I 1  CpCqp
CCpCpqCpq
CCpqCCqrCpr
CKpgp
CKpqq
CCpqCCprCpKqr
CpApq
CpApq
CCprCCqrCApgr
CCpNgCqNg
11  CNpCpq
12 CCCpNpqCCpqq
Aksjomaty grupy L. zawieraja tylko znak implikacji ,,C”. Charakteryzuja one tzw.
logike pozytywna w sensie p. prof. Bernaysa. Aksjomaty grupy II. zawieraja ponadto
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znak koniunkcji ,,K”, a aksjomaty grupy III. —— znak alternatywy ,,A”. Aksjomaty trzech
pierwszych grup podat juz p. prof. Bernays. Aksjomaty grupy IV. dotyczg znaku negacji
V. Do systemu naleza dwie reguly wnioskowania: regula podstawiania, ktéra pozwa-
la nam na miejsce zmiennej podstawia¢ dowolne wyrazenie sensowne, oraz regula
odrywania, ktéra glosi, ze z wyrazenia Cof} i o0 mozna zawsze wyprowadzi¢ p.

11. Powyzszy system 12 aksjomatdéw jest, jak juz powiedzialem, wazny dla
zwyktego czyli klasycznego rachunku zdaf. Jesli usunie si¢ ostatni — 12 — aksjomat,
to otrzymuje si¢ system aksjomatéw intuicjonistycznego rachunku zdan, ktory jest
rébwnowazny systemowi aksjomatéw p. Heytinga wraz ze wszystkimi jego regutami
wnioskowania. Je§li usunie si¢ dwa ostatnie aksjomaty — 11 i 12 — to powstaje tzw.
minimalny rachunek p. Johannssona. Stosunek migdzy klasycznym rachunkiem zdaf a
intuicjonistycznym rachunkiem zdan jest teraz jasny: intuicjonistyczna logika zdaf
obejmuje doktadnie okreslong czgs¢ whasciwa tez klasycznego rachunku zdas i dlatego
Jjest systemem znacznie stabszym niz tamten. Jest juz zadaniem matematykéw zbadanie,
co bedzie mozna osiagna¢ na tej stabszej podstawie matematyki. Wdzigczne i wazne dla
problemu podstaw matematyki mogg by¢ ponadto takie badania, jak zapoczatkowane
przez mojego wielce szanownego warszawskiego kolege, p. prof. Sierpifiskiego badania
nad pewnikiem wyboru p. Zermela oraz jego rola w teorii mnogosci i analizie.

12. Nie chcg tu porusza¢ kwestii, czy usunigcie jakiej§ reguly wnioskowania z
klasycznego rachunku zdan jest usprawiedliwione. Jedno jest dla mnie jasne: w chwili
obecnej nie mozna wymuszaé roztrzygnigcia problemu podstaw matematyki ani na
gruncie logiki, ani na gruncie matematyki. Tym bardziej nie s3 rozstrzygajace argumen-
ty filozoficzne przytaczane ewentualnie przez jedna czy druga strong. Trzeba najpierw
zglebi¢ sam problem. Uczynig¢ to, chociaz jestem §wiadom, jak cigzka jest owa droga w
glab. Chciatbym przy tym podnies$¢ cztery okoliczno$ci — jakby cztery drogowskazy.
(a) Istnieja matryce logiki zdan. (b) Kazdemu systemowi logiki zdan odpowiada ade-
kwatna matryca. (c) Wielowarto$ciowe matryce mozna rowniez interpretowac intuicyj-
nie. (d) W matrycach interpretowanych intuicyjnie musza by¢ uwzglgdnione wszystkie
funkcje logiczne dopuszczalne ze wzglgdu na dang matryce.

13. Metode matrycowa wynalazt w 1885 roku znany logik amerykaiski Charles
Peirce. W logice zdai prawdziwo$¢ tez nie zalezy od ich treci, lecz od wartosci
logicznej. W klasycznym rachunku zdaii istniejg dwie wartoci logiczne: prawda i fatsz.
Jesli prawde oznaczymy przez ,,1” a falsz przez ,,2”, to mozna sformutowaé nastepujace

rébwnania:
Negacja Implikacja Koniunkcja  Alternatywa

N1=2 Cll=1 Kll=1 All=1
N2=1 Cl12=2 Kl2=2 Al2=1
C21=1 K21=2 A2l=1
C2=1 K22=2 A22=2
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Calo§é tych rownan, ktére bgdzie mozna przedstawi¢ krécej w postaci nastgpu-
jacych tabel (przy funkcjach dwuargumentowych pierwszy argument jest zapisany po
lewej stronie a drugi u gory):

N ci1i2 K(1[2 All]2
112 11112 11112 1111
211 2|11 2 211]2

nazywa si¢ matryca dla N, C, K i A . Kazda matryca ma co najmniej jedng warto$¢
wyrdzniona; tutaj jest nig prawda, czyli 1.

14. Z kazda matryca zwiazana jest okre§lona metoda weryfikacji. MOwimy miano-
wicie, ze wyrazenie rachunku zdan spetnia matryce, jesli przy nadaniu zmiennym
zdaniowym w nim wystgpujacym wszystkich warto$ci matrycy wyrazenie to po zredu-
kowaniu go zgodnie z matryca przechodzi w warto§¢ wyrdzniona. Tak np. teza
CCCpNpqCCpqq spetnia wyzej podana matryce, gdyz otrzymujemy:

dla p/1, g/1: CCCIN11CCl111 = CCC121C11 = CC211 = Cll1=1,
dla p/1, ¢/2: CCCIN12CC122 = CCC122C22 = CC221 = Cl1=1,
dla p/2, g/1: CCC2N21CC211 = CCC211C11 = CCl111 = Cl1=1,
dla p/2, g/2: CCC2N22CC222 = CCC212C12 = CC122 = C22=1.

Wszystkie matryce sa dziedziczne ze wzgedu na regule podstawiania. JeSli zatem
wyrazenie spelnia dang matrycg, to t¢ matryce spetniaja réwniez wszystkie podstawie-
nia tego wyrazenia. Jesli matryca bedzie dziedziczna ze wzglgdu na regule odrywania,
to jest to warunek wystarczajacy, je§li rdwniez i nie konieczny, do tego, zeby dwuargu-
mentowa funkcja Fab, na ktdrej opiera si¢ reguta odrywania, zwykle o postaci implika-
cji, przy wyr6znionej wartoéci a tylko wtedy byla rowna wartoéci wyrdznionej, gdy
réwniez b jest wyrézniona. Tak wigc podana wyzej formuta C1b tylko wtedy jest réwna
1, gdy réwniez b jest rtowna 1. Taka matrycg mdj warszawski kolega, p. Tarski, nazywa
normalng. Wszystkie matryce normalne sg dziedziczne ze wzglgdu na regule odrywa-
nia; je$li mianowicie normalna matryca jest spelniona przez Fab i a , to musi by¢ ona
spetniona réwniez przez b.

15. Metoda matrycowa zostata najpierw uzyta do weryfikacji tez klasycznego ra-
chunku zdan. Jednakze wkrotce okazalo sig, ze metodzie tej trzeba przypisa¢ o wiele
wieksze znaczenie. Umozliwia nam ona mianowicie przeprowadzanie w dziedzinie
logiki zdaf dowod6w niezaleznosci, ktore nie byly jeszcze znane Fregemu i Russellowi.
Zastuga pokazania, jak metod¢ matrycowa mozna wykorzystywaé do dowodéw nieza-
lezno$ci przypada p. prof. Bernaysowi. Ale ta sama metoda byta mi znana jeszcze przed
jej opublikowaniem przez p. Bernaysa. Ideg tego dowodu niezaleznoséi najlepiej mozna
wyjasni¢ na jakim§ przykladzie. Je§li trzeba wykazaé w wyzej podanym systemie
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aksjomatOw niezaleznoS¢ ostatniego — 12 — aksjomatu od pozostatych aksjomatow, to
oczywiScie wystarczy znaleZ¢ cechg, ktdra jest dziedziczna ze wzgl¢du na regule wnios-
kowania i przystuguje wszystkim aksjomatom z wyjatkiem ostatniego. Spetnianie przez
aksjomat matrycy normalnej jest wia$nie ta cecha tego aksjomatu, ktéra jest dziedziczna
ze wzgledu na regul¢ podstawiania i odrywania. Konstruujemy nastgpujaca matryce
tréjwartosciowg dla N, C, K, i A:

N cit|2l3  k|1{2]|3 alil|2]3
113 11]2]3 1l1f{203 111]1]1
al3 20113 21202103 2]1]2]2
—;T 311111 313|312 3111213

1 jest tu znowu warto$cig wyrézniona. Matryca jest normalna, gdyz C1b jest rowne 1
tylko wtedy, gdy rowniez b jest rowne 1. Latwo mozna si¢ przekonaé, ze matryca jest
spetniona przez jedenascie pierwszych aksjomatéw, gdyz przy wszystkich warto§ciach
zmiennych — 1, 2, 3, — aksjomaty te po dokonaniu redukcji wedtug matrycy prze-
chodza w 1. Tylko ostatni aksjomat nie spetnia matrycy, bowiem dla p/2 i /2 otrzymu-
jemy:

CCC2N22CC222 = CCC232C12=CC322=Cl2=2.

16. W ten sposdb pierwsza z czterech wyzej wspomnianych okoliczno$ci bytaby
omodwiona. Istniejag matryce logiki zdafi i graja one w rachunku zdai wyjatkowa role.
Przechodzg wigc do drugiej okolicznosci. Dzicki metalogicznym badaniom p. Tarskiego
jesteSmy w stanie SciSle zdefiniowa¢ pojecie systemu logiki zdafi. Przez system logiki
zdaf rozumiemy mianowicie zbiér sensownych wyrazen logiki zdaf, domknigty ze
wzgledu na dane reguly wnioskowania. Jako reguly wnioskowania wchodza przy tym w
rachubg¢ w pierwszej kolejnosci reguta podstawiania i odrywania. System logiki zdan
tworza wigc dowolne wyrazenia sensowne, np. CCppp i CCCpqqCCqpp, wraz ze
wszystkimi konsekwencjami, ktére moga by¢ z nich wyprowadzone przy uzyciu wy-
mienionych regut wnioskowania. Jest teraz jasne, ze kazda normalna matryca definiuje
jeden system logiki zdaf. Dziwnym zbiegiem okoliczno$ci zachodzi rowniez twierdze-
nie odwrotne. Jeden z moich warszawskich kolegéw, p. Lindenbaum, udowodnit miano-
wicie, ze dla kazdego systemu logiki zdafi istnieje adekwatna matryca normalna z co
najwyzej przeliczalnym zbiorem warto$ci. Matrycg nazywa si¢ adekwatna wzgledem
systemu, jeSli jest ona spetniona przez wszystkie wyrazenia tego systemu i tylko przez
nie. To wazne twierdzenie zostalo opublikowane bez dowodu w wydanych przeze mnie
wraz z p. Tarskim w 1930 roku ,,Badaniach nad rachunkiem zdaf”.

17. Z twierdzenia tego chialbym wyciagna¢ kilka wnioskow. Przede wszystkim
Jjasne jest, ze wszystkie systemy logiki zdafi zbudowane aksjomatycznie sa systemami
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logiki zdaf w sensie definicji p. Tarskiego. Zatem zgodnie z twierdzeniem p. Lindenbau-
ma wszystkie takie systemy powinny mie¢ adekwatng matryce normalna. Dla klasycz-
nego rachunku zdaf zbudowanego aksjomatycznie podana wyzej matryca normalna jest
adekwatna. Albowiem zostalo po wielokro¢ wykazane, ze matryca ta spetniona jest
przez wszystkie tezy klasycznego rachunku zdafi i tylko przez nie. Dlatego tez klasycz-
ny rachunek zdaf zostal nazwany dwuwarto$ciowym. Dla kazdego systemu w porow-
nianiu z nim stabszego, tzn. dla kazdego takiego systemu, w ktérym pewne tezy
dwuwarto§ciowego rachunku nie zachodza, adekwatna matryca nie jest przeto dwuwar-
to§ciowa, lecz wielowartoSciowa. Takim systemem jest m.in. zaksjomatyzowany intui-
cyjny rachunek zdan p. Heytinga. Rachunek ten musi wigc posiada¢ adekwatng matryce
wielowarto$ciowa. P. Godel udowodnil, ze dla systemu Heytingowskiego nie istnieje
zadna adekwatna matryca normalna ze skoficzonym zbiorem wartosci. Niezaleznie od
Gaodla do tego samego wyniku doszedt w Warszawie jeden z moich bytych uczniow, p.
Jaskowski, ktory rowniez skonstruowal matryce intuicjonistycznej logiki zdan o
nieskoficzonej liczbie wartoSci.

18. Nie moge tu wchodzié glebiej w ten bardzo skomplikowany problem adekwat-
nych matryc intuicjonistycznego rachunku zdan. Dla celu, ktdry sobie wytyczylem,
wystarczy wybraé prostszy przyktad. Podalem juz wyzej trojwartoSciowa matrycg¢ nor-
malna, ktdra jest spelniona przez pierwszych jedenascie aksjomatdw stworzonego prze-
ze mnie systemu aksjomatycznego. Tych jedenascie pierwszych aksjomatéw stanowi
wiec intuicjonistyczna logike zdan. Wspomniana matryca, ktéra pochodzi zreszta od p.
Heytinga, nie jest jednak adekwatna wzgledem intuicjonistycznego rachunku. Chociaz
bowiem jest ona spelniona przez wszystkie tezy tego rachunku, to zarazem jednak
spelniaja ja tez inne tezy, ktore nie naleza do rachunku intuicjonistycznego. Totez przy
pomocy tej matrycy zostaje zdefiniowany system mocniejszy. Udalo mi si¢ ten system
zaksjomatyzowac.

19. Jesli w systemie aksjomatycznym wprowadzonym w punkcie 10 zamiast aksjo-

matu 12 przyja¢ nastgpujacy aksjomat:
12a CCNpqCCCqpqq,

to aksjomaty 1-11 oraz 12a tworza system niezalezny, dla ktdrego adekwatna jest
tréjwarto$ciowa matryca normalna Heytinga, podana w punkcie 15. Aksjomat 12a, z
jednej strony, nie daje si¢ wyprowadzié¢ z aksjomatdw rachunku intuicjonistycznego, co
mozna udowodnié przy pomocy matrycy czterowartociowej, a z drugiej strony, jesli
aksjomat ten spelnia trojwartoSciowa matryc¢ podana przez Heytinga, to rOwniez wraz
z pozostatymi aksjomatami nie wystarcza do ugruntowania rachunku dwuwartosciowe-
g0. W ten sposéb otrzymaliSmy prosty przyklad systemu logiki zdan ujetego w formie
aksjomatycznej, ktory jest stabszy niz klasyczny rachunek zdan, ale ktdry tak samo jak
ten rachunek posiada adekwatng matryce normalng, z tym ze nie dwuwarto$ciowa, lecz
trojwarto$ciowa. Dla wszystkich systemdw, ktére sa stabsze od dwuwartoSciowego
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rachunku zdad, istnieja adekwatne wielowarto§ciowe matryce normalne. Nie jest to
przypadek — lecz prawo. Prawo to przydaje metodzie matrycowej fundamentalne
znaczenie. W ten spos6b wyczerpaliSmy to, co si¢ tyczy drugiej z czterech wspomnia-
nych uprzednio okolicznosci.

20. Matryca dla dwuwarto$ciowego rachunku zdaf powstala na bazie intuicyjnej.
Warto$ci matrycy zostaty zinterpretowane jako wartosci logiczne: 1 byla prawda, a 2
falszem. P6zniej jednak, gdy metody matrycowej zaczgto uzywaé do dowodéw nieza-
leznosci i w tym celu wynaleziono wiele matryc wielowarto§ciowych, intuicyjna inter-
pretacja warto$ci matrycy zatracita si¢. Nie bylo przeciez potrzeby, aby te wartosci
interpretowac jako$ intuicyjnie. Matryce stuzyty do tego, aby wykrywac cechy danych
tez, ktére bytyby dziedziczne ze wzgledu na reguty wnioskowania. Warto$ci matrycy
zostaly zdegradowane do nic nie znaczacych statych, a tworzenie matryc przybrato
charakter czysto formalny. Jednakze jest rzecza mozliwa, aby réwniez w matrycach
wielowarto§ciowych warto$ci interpretowaé intuicyjnie. Jako pierwszy przyklad
chciatbym przytoczyé wskazana wyzej tréjwarto§ciowa matryce wprowadzona przez p.
Heytinga.

21. W swojej gtownej pracy o ,regulach formalnych logiki intuicjonistycznej”
p. Heyting méwi: ,,Grupa XII — jest to wlaSnie matryca o kt6rej mowa, z tym, Ze
wartoS$ci s3 w niej nazwane inaczej — moze by¢ interpretowana nast¢gpujaco: 2 oznacza
dowolne zdanie prawdziwe, ktore nie moze by¢ fatszywe, ale ktdrego prawdziwos¢ nie
zostala wykazana. Dalej otrzymuje si¢ wlasnie powyzsze tabele.” Z tego objasnienia
autora wynika, Ze zgodnie ze swoim intuicyjnym tokiem my$lenia uwazat on, ze
wspomniang matrycg jest w stanie skonstruowac z oczywista pewnoscig. Sprobujmy 6w
tok myS$lenia przesledzic.

22. Wsr6d 30 rownan, ktdre obejmuje matryca, 14 nastgpujacych wzigto z rachunku
dwuwarto$ciowego:
N1=3 Cll=1 Kll=1 All=1
Ni=1 Cl13=3 K13=3 Al3=1
C3l=1 K31=3 A3l=1
C33=1 K33=3 A33=3
1 jest tu mianowicie prawda, a 3 falszem. Dalszych 10 réwnafi, dla koniunkcji i
alternatywy, otrzymuje si¢ na podstawie nastgpujacych rozwazaf: nowa wartos¢ 2
przystuguje zdaniom, ktére nie mogg by¢ falszywe, ale nie s3 dowiedzione. Warto$¢ ta
jest w sposOb oczywisty stabsza niz prawda, ale mocniejsza jest niz falsz. W oczywisty
wiec sposob warto§¢ koniunkcji opiera si¢ na stabszej wartosci argumentu, alternatywy
za§ — na mocniejszej wartosci argumentu. Przy rdwnej wartoSci argumentdw warto$¢
obu funkcji jest rowna warto$ci argumentéw. Tak otrzymuje si¢ oczywiste réwnania:
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K12=1 K23=3 Al2=1 A23=2
K21=2 K32=3 A2l=1 A32=2
K22=2 A22=2

Dwa dalsze réwnania, a mianowicie dla implikacji:

C21=11i C32=1
otrzymuje si¢ na podstawie reguty waznej w rachunku dwuwarto§ciowym, ktéra giosi,
ze przy prawdziwym nastgpniku lub falszywym poprzedniku implikacja musi byé
prawdziwa bez wzgledu na warto$¢ drugiego argumentu.

Trzecie réwnanie dla implikacji:

C22=1 _
wynika z w pelni intuicyjnej zasady tozsamogci. Trudno$¢ mogtaby powstaé co najwy-
zej przy okre§laniu warto§ci wyrazen C12, C23 i N2. C12 nie jest prawda, poniewzz w
przeciwnym razie rOwniez 2 musialoby by¢ prawda. Ale nie moze ono by¢ tez falszem,
gdyz nie posiada falszywego nastgpnika. Otrzymujemy wigc:

Cl2=2

Natomiast w sposob oczywisty C23 jest falszem, bowiem poprzednik, ktéry nie
moze by¢ falszywy, nie moze pociagac za soba falszywego nastgpnika. Stad otrzynuje
sig:

C23=3.

Jako ostatnie rOwnanie otrzymujemy:

N2=3,

gdyz jest jasne, ze negacja zdania, ktore nie moze by¢ fatszywe, jest takze falszem.

23. Bylem w stanie tym tatwiej wczué si¢ w ten tok mys$lowy, ze sam przed laty,i to
jako pierwszy, stworzylem intuicyjna matryce tréjwartoSciowa. Jednakze kierovaly
mna wowczas inne idee. Zgodnie ze znanym przykladem Arystotelesa doszedlen do
whniosku, ze sady o przypadkowych zdarzeniach przyszlych nie sa ani prawdziwe. ani
falszywe. To, ze w poludnie 8 grudnia 1939 bgde w Warszawie, jest sadem, ktérego
stusznie dzisiaj nie mozna okre§li¢ ani jako prawdziwy, ani jako falszywy. Musi on vige
mieé trzecia warto$¢ logiczng. Ta trzecia warto$¢ logiczna ma si¢ wobec tego, co jest
mozliwe tak, jak prawda do tego, co rzeczywiste, czy falsz do tego, co nierzeczyw ste.
Na podstawie tej idei juz w 1920 roku stworzylem nastepujaca matryce tréjwartoscicwa:

N ci1]12]3 Ki1]2]3 Al1]2]3
1(3 1({1]2]3 111]213 1]1[1]1
22 21111]2 21212]3 2111212
3[1 3f1]1}1 3(3(3]3 3111213

1 jest warto$cia wyrdzniong — prawda, 3 jest falszem, 2 jest warto$cia trzecia, ym
co «mozliwe». Matryca jest normalna.
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24. Por6wnanie powyzszej matrycy z matryca Heytingowska jest nader pouczajace.
Poniewaz rowniez tutaj trzecia warto$¢, jako to, co mozliwe, jest stabsza niz prawda, a
silniejsza niz falsz, to dla koniunkcji i alternatywy musza zachodzi¢ te same réwnania.
Natomiast réznica pojawia si¢ w réwnaniach dla implikacji i negacji, ale tylko w dwéch
punktach: dla wyrazeft C23 i N2. C23 = 2, a nie = 3, jak u Heytinga, poniewaz to, co
mozliwe nie moze zmieni¢ si¢ w prawde czy fatsz. W pierwszym wypadku C23 prze-
chodzi w C13, a wiec w falsz, w drugim wypadku przeksztalca si¢ w C33, a wiec w
prawdg. C23 nie jest zatem ani prawdziwe, ani falszywe: ma warto$¢ trzecia. Trzecia
warto$¢ musi mie¢ réwniez N2, gdyz jest oczywiste, ze skoro sad ,,w potudnie 8 grudnia
1939 roku bgde w Warszawie™ nie jest dzisiaj ani prawdziwy, ani falszywy, a tylko
mozliwy, to réwniez zaprzeczenie tego sadu ,,w poludnie 8 grudnia 1939 nie bede w
Warszawie” nie moze by¢ ani prawdziwe, ani falszywe, a tylko mozliwe. W ten sposob
na tych dwéch przykladach oméwiona zostala trzecia z czterech wspomnianych wyzej
okolicznoSci: réwniez macierze wielowarto§ciowe mozna interpretowaé intuicyjnie.

25. Istnieja cze¢Sciowe systemy dwuwarto$ciowego rachunku zdad, tj. systemy, w
ktérych nie wszystkie funkcje tego rachunku moga byc zdefiniowane. Takim systemem
czgSciowym jest system implikacyjny, oparty na implikacji jako jedynym terminie i na
tezie CCCpqrCCrpCsp (jest to najkrdtsza teza, ktéra pociaga za soba wszystkie tezy
implikacyjne). Systemy czgSciowe sa niezupelne, a wigc niedoskonate. W systemach
implikacyjnych nie jest definiowalna ani negacja, ani koniunkcja. Jesli chcemy mie¢
logike stosowalng we wszystkich wypadkach i zupeina, to musimy staraé si¢ dazyé do
tego, aby budowaé takie systemy logiki zdan, w ktérych wszystkie dopuszczalne w
danym systemie funkcje byly definiowalne. W dwuwarto$ciowym rachunku zdan mamy

2% = 4 mozliwe funcje jednoargumentowe i 222 = 16 funkcji dwuargumentowych. Je§li
nawet nie wszystkie z tych funkcji sa potrzebne do praktycznego wnioskowania i moga
by¢ wyrazone w jezyku potocznym, to jednak wszystkie one sa definiowalne w systemie
implikacyjno-negacyjnym. Zatem system ten jest zupelny.

26. Jak teraz przedstawia si¢ problem systeméw wielowarto§ciowych? Wraz ze
wzrostem liczby wartoSci matrycowych ros$nie liczba mozliwych funkcji. Zgodnie z

elementarnym obliczeniem kombinatorycznym dla matrycy n-warto$ciowej mamy n"
2

mozliwych funkcji jednoargumentowych i n" mozliwych funkcji dwuargumentowych.
Liczby rosng bardzo szybko. Dla systeméw trdjwartosciowych liczba mozliwych funk-

2
¢ji jednoargumentowych wynosi 3*=27,a dwuargumentowych 3* = 19483 W

2
systemach czterowartosciowych liczby te wynosza odpowiednio 4* =256 i 4* =
4 294 967 296, a wigc ponad cztery miliardy. W matrycach o przeliczalnej liczbie
wartodci zbior mozliwych funkcji jest nieprzeliczalny.
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27. Powr6émy teraz do naszych przykladéw. W tréjwartoSciowej logice zdan,
zwlaszcza w takiej, w ktorej wartosci logiczne mozna interpretowac intuicyjnie, wolno
— podobnie jak w rachunku dwuwartoSciowym — wymaga¢, aby wszystkie funkcje
byly definiowalne. Nie jest to jednak spetnione w wypadku podanych wyzej systemow
tréjwarto$ciowych. Mozna tatwo np. wykazaé, ze w zadnym z tych system6w nie moze
byé zdefiniowana funkcja ,,7p” (czytana jako ,tertium od p”), ktéra przyjmuje stalg
warto$é 2 (a wiec Tp = 2). Tym samym oba systemy s3 niezupetne. Niezupelny jest
rowniez rachunek intuicjonistyczny, w ktdrym zreszta nie mozna ustali¢, jak
nieskoficzenie wiele warto$ci nalezacej do niego matrycy da si¢ zinterpretowa¢ intuicyj-
nie. Sprébujmy zatem uzupetnié oba z wprowadzonych wyzej tréjwartoSciowych syste-
moéw. Poniewaz prace nad systemem opartym na matrycy Heytinga nie sg jeszcze
zakoficzone, za podstawg naszych dalszych rozwazaf musi stuzy¢ system tréjwarto$cio-
wy zbudowany przeze mnie.

28. Przede wszystkim chciatbym stwierdzié, ze w stworzonym przeze mnie tréjwar-
toSciowym rachunku zdan zaréwno koniunkcja, jak i alternatywa jest definiowalna.
Definicje te brzmia nastgpujaco:

Apq=CCpqq i Kpg=NANpNg.

(Chcialbym tu dodaé, ze w trojwartoSciowym rachunku Heytinga alternatywa jest

definiowalna, a mianowicie

Apq = KCCpqqCCqpp,
ale koniunkcja — nie; w intuicjonistycznym rachunku zdan zadna z czterech funkcji N,
C, K i A nie jest definiowalna przez pozostate.) Nastepnie trzeba podkresli€, ze w moim
rachunku zbiér tez z C i N, ktore spetniaja matryce, jest aksjomatyzowalny. Dowéd tego
podat jeden z moich bytych uczniéw, p. Wajsberg, ktory stworzyt dla tego rachunku
nastgpujacy system aksjomatow:

(1] CpCqp

[21 CCpgqCCqrCpr

(31 CCCpNppp

[4] CCNpNgCqp.

Stworzona przeze mnie matryca trjwarto§ciowa jest adekwatna wzgledem tego
systemu aksjomatow.

29. TrojwartoSciowy rachunek zdan zdefiniowany na podstawie mojej matrycy i
zaksjomatyzowany przez p. Wajsberga, jak juz powiedzialem, nie jest zupetny, bowiem
nie wszystkie z 27 funkcji jednoargumentowych i 19 683 funkcji dwuargumentowych sa
w nim definiowalne. Innemu z moich uczniéw, p. Stupeckiemu udalo si¢ poprzez
dodanie nowej funkcji uzupelnié ten system i ten uzupetniony system zaksjomatyzowac.
P. Stupecki wykazal, ze po dodaniu wspomnianej juz wyzej funkcji Tp beda mogty by¢
zdefiniowane wszystkie funkcje systemu, i podat dla tej nowej funkcji dwa nowe
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aksjomaty. Chciatbym tutaj jeszcze raz przedstawi¢ wielce szanowym stuchaczom za-
réwno zupetna aksjomatyke tego systemu, jak i adekwatna wzgl¢dem niego matryce:
(11 CpCqp

[2] CCpqCCqrCpr N T clila2]3
3] CCCpNppp 13 1|2 111213
[41 CCNpNqCqp 202 2|2 211[1]2
[51 CTpNTp 31 3|2 31111
(6] CNTpTp

W systemie tym obowiazuja reguly podstawiania i odrywania. System aksjomatow
jest niezalezny, niesprzeczny i zupelny w tym sensie, ze kazde wyrazenie sensowne w
systemie jest albo wyprowadzalne z aksjomatéw, albo po dodaniu go do aksjomatow
prowadzi do sprzecznosci, tj. pocigga za soba wszystkie wyrazenia sensowne. System
ten jest zupelny takze w tym sensie, ze wszystkie funkcje dopuszczalne w systemie sa
definiowalne. Wykazuje rowniez wszystkie cechy, ktére przystuguja klasycznemu dwu-
wartoSciowemu rachunkowi zdaf. W ten sposob wyczerpali§my uwagi dotyczace ostat-
niej z wyzej wspomnianych okolicznosci .

30. PrzeszliSmy trudna droge w glab. Byta ona trudna nie tylko dlatego, ze rozwig-
zywane problemy sa skomplikowane technicznie — wszgdzie unikalem tego, co techni-
czne i podawalem tylko gotowe wyniki — lecz zwlaszcza dlatego, ze chodzi tu o
tworzenie catkowicie nowych pojeé i o catkowicie nowe metody. Chciatbym powie-
dziec, ze wiele tegich glow zadalo sobie ogromy trud, aby doj$é do tych wynikéw. Na
zakoniczenie swego referatu chcg zupetnie krotko wskazaé na znaczenie tych wynikéw i
nas$wietli¢ ich zwigzek z problemem podstaw matematyki.

31. Na poczatku referatu podkreslitem, ze intuicjonistyczna logika zdaf, ktéra
odrzucita rézne tezy dwuwarto$ciowego rachunku zdaf, jest systemem stabszym niz ten
rachunek. Na niezliczenie wiele sposobdw mozna ten system wzmacniaé, wybierajac
spos$rdd odrzuconych tez dwuwartoSciowego rachunku za kazdym razem inne i
dotaczajac je do niego, aby w koficu otrzymaé system najmocniejszy: dwuwarto$ciowa
logike¢ zdan. Ze stworzonym przeze mnie i przez p. Stupeckiego zaksjomatyzowanym
zupetnym systemem trojwartosciowej logiki zdan — jak krétko méwimy: systemem S
— sprawa ma si¢ zupelnie inaczej. Jesli do aksjomatow tego systemu dotaczy si¢ jaka$
nie wyprowadzalng, ale wazna w rachunku dwuwarto§ciowym zdaf tezg, to nie otrzy-
muje si¢ systemu mocniejszego, lecz sprzeczno$é. Ten wazny fakt chciatbym wyjasnié
na pewnym przykladzie.

{71 CCNppp
(71 p/Tp = C16](8]
(81 Tp

(51=C[8][9]
(91 NTp
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(2] g/Cgp = CT1][10]
[10] CCCqgprCpr

[10] g/Np, p/nq, r/Cpq = C[4][11]
[11] CNgqCqp

{11] ¢/Tp = CI9)CT8][12]
(2] p

32. Teza CCNppp nie jest wazna ani w systemie intuicjonistycznym, ani w systemie
S. Jesli tezg te dotaczy si¢ do systemu intuicjonistycznego, to otrzymuje si¢ rachunek
dwuwartosciowy, jeSli natomiast dolaczy si¢ ja do systemu S, to powstaje sprzecznos¢.
Sprzeczno$¢ t¢ mozna wykaza¢ w sposob nastepujacy.

Do systemu aksjomatycznego Stupeckiego dolacza si¢ CCNppp jako tez¢ [7]. Z tej
tezy i z aksjomatéw [6] i [5] przez podstawienie i oderwanie otrzymuje si¢ dwie tezy,
Tp i NTp, ktére przecza sobie nawzajem. Sprzeczno$¢ ta jeszcze si¢ wzmocni, gdy na
podstawie CNgCqp, ktére sa wyprowadzalne w systemie, z [8] i [9] wywnioskuje si¢
zmienng p, z ktérej przez podstawianie moga powstaé wszystkie wyrazenia sensowne.

33. Wynika stad, ze system S nie jest slabszy niz rachunek dwuwartosciowy, lecz jest
systemem catkowicie od niego réznym. Z jednej strony istnieja tezy systemu S, ktérych
w ogéle nie mozna zinterpretowa¢ w rachunku dwuwarto§ciowym, takie jak CTpNTp i
CNTpTp, a z drugiej strony mozna podaé tezy dwuwarto§ciowego rachunku, takie jak
CCNppp, ktore w systemie S prowadza do sprzeczno$ci. W ten sposéb na naszych
oczach powstata catkowicie nowa logika, logika modalna, do ktdrej dazyl Arystoteles i
scholastycy. Nie jest to jedyna mozliwa forma tréjwartoSciowej logiki zdaii; istnieja
rézne typy systemow tréjwarto§ciowych, ktdre nie sa do siebie nawzajem sprowadzalne,
i niezliczone formy wyzszych systeméw wielowartoSciowych. Te rézne formy wielo-
wartoiciowej logiki zdafi maja si¢ si¢ do klasycznego dwuwarto§ciowego rachunku
zdah tak samo, jak rozne systemy geometrii nieeuklidesowej do geometrii euklidesowe;j.
Zachodzi tylko taka rdznica: o ile geometrie nieeuklidesowe mozna interpretowaé w
geometrii euklidesowej, o tyle interpretacja systemu wielowartociowego w systemie
dwuwartosciowym wydaje si¢ wykluczona. Odwrotnie, mozliwe jest réznorakie zinter-
pretowanie dwuwarto$ciowej logiki zdafn w systemie S, tak ze rachunek trojwartosciowy
okazuje si¢ rachunkiem mocniejszym i bogatszym od dwuwarto$ciowego.

34. W ten sposob doszliSmy do najbardziej decydujacego sposréd kiedykolwiek
postawionych w matematyce problemu jej podstaw. Rachunek zdar jest fundamentalng
dyscyplina logiczna. Na rachunku tym nadbudowana jest cata logika, a na logice —
matematyka. Skoro istniejg rozne, niesprowadzalne do siebie nawzajem systemy logiki
zdaf, to musza réwniez istnieé¢ rézne systemy logiki predykatéw, a na tych réznych
systemach logicznych bgda opieraty si¢ jakie$ rézne systemy teorii mnogosci i arytme-
tyki. Nie pojawily si¢ jeszcze prace, ktore by szty w tym kierunku. Jak dotad udato sie
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nam stworzy¢ w sposob formalny i z najwyisza precyzja wielowartoSciowy system
logiki zdan. Jesli systemy takie maja znalez¢ zastosowanie w matematyce, to musza one
zosta¢ zanalizowane réwniez od strony intuicyjnej. Ze jest to mozliwe, pokazuje
przyklad intuicjonistycznej logiki zdan. Oby zatem te najwyzszej wagi badania funda-
mentalne byly bliskie sercu wszystkim logikom i matematykom.

Przetoiyt z niemieckiego Jerzy Pluta
Dyskusja

(Odpowiedzi J. Lukasiewicza)

1. Funkcja Tp jest ekstensjonalna z tych samych powodéw, co i funkcje ,,verum p” i
Sfalsum p”, ktore rOwniez nie zaleza od konkretnej wartosci nadanej p, a wigc maja
warto$¢ stala — doktadnie tak, jak Tp.

Skadinad ,,verum p” odpowiada Cpp, a ,falsum p” — jej negacji. W matrycy
trjwartoSciowej pierwsza ma zawsze warto$¢ 1, druga — zawsze 3 i podobnie Tp
zawsze warto$¢ 2.

Co sig tyczy intuicyjnej interpretacji przedstawionej logiki, to nalezy ja uznaé za
system modalny, w ktérym warto$¢ 2 reprezentowataby mozliwosé. Juz Arystoteles
zwracal uwage na to, ze zdania odnoszace si¢ do wydarzef przysztych moga dzi$ nie
by¢ ani prawdziwe, ani falszywe; wolno im zatem przypisaé trzecia wartosé, ktéra
bytaby wlasnie mozliwosé.

2. Funkcja Tp jest wyrazeniem najdogodniejszym do zaksjomatyzowania przedsta-
wionego systemu logicznego; do tego celu mozna jednak postuzyé si¢ takze terminem
oznaczanym przez Mp; jego znaczenie intuicyjne nie budzi zadnych watpliwosci: moz-
na go mianowicie zinterpretowac jako ,,mozliwos§¢”. Odpowiednia aksjomatyka przed-
stawialaby si¢ woéwczas nastgpujaco:

1°  CNMpCNMpNp

2°  CNMNpCNMNpp

3 CMpCMpMNp

4 CCpqCCNpqCCMpqq.

System ten nadaje si¢ wi¢c do interpretacji intuicyjnej. Nie mozna jednak zinterpre-
towaé intuicyjnie wszystkich funkcji definiowanych w tym rachunku. Ich liczba (39)
jest zbyt duza, aby w jezyku potocznym istniatlo wyrazenie odpowiadajace kazdej z
nich.

Z tym samym zjawiskiem mamy zreszta do czynienia juz w logice dwuwarto$cio-
wej. Brak reprezentacji dla czesci (a nawet dla wigkszosci) mozliwych funkcji nie
stanowi zatem argumentu przeciwko intuicyjnoéci danego systemu.
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3. Formuta (1) [je§li poprzednik nie jest powtdrzony] traci waznos$¢, poliewaz
znaczenie implikacji [w logice trojwarto$ciowej] nie pokrywa sig §cile z jej znaczeniem
w logice tradycyjne;j.

4. Skoro Tp przyjmuje zawsze warto$¢ 2, ktéra nie jest wartoScia najwvyzsza
(prawda), to nigdy nie mozna begdzie wyprowadzi¢ Tp z jednego z aksjomatéw [(5) i
(6)], a NTp z drugiego; nigdy wigc nie dojdzie do powstania sprzecznosci [...].

Jesli chodzi o znaczenie logik wielowarto§ciowych, to — jak si¢ zdaje — w logice
dwuwarto$ciowej nie mozna zdefiniowaé modalnosci. W logice takiej nie mozna zdefi-
niowaé np. mozliwosci czy konieczno$ci w taki sposob, aby oddaé wszystkie inuicje z
nimi zwiazane. Jesli zgodzimy sig, ze wszystkie przyjete funkcje sa ekstensjonilne, to
logika modalna musi by¢ wielowartoSciowa.

W logice dwuwarto$ciowej brak odpowiednich funkcji ekstensjonalnych dla odréz-
niania mozliwos$ci od niemozliwo$ci, przypadkowosci od koniecznosci etc.

Przetozyta z francuskiego Wanda Juadacka



