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Osobliwosci kosmologiczne i geometria nieprzemienna

1. Wprowadzenie

Niniejszy artykut jest dalszym ciagiem artykutu ,Poczatek i koniec wszech§wiata w
zamkni¢tym modelu Friedmana”, ktory bgde krotko nazywac ,,pierwszym artykutem”.
Zreferowalem w nim nieoczekiwane wyniki, jakie udalo si¢ uzyskaé w niemal
zamknigtej — tak przynajmniej moglo si¢ wydawaé — teorii klasycznych osobliwosci
w ogolnej teorii wzglednosci. Wyniki te zostaly uzyskane dzigki wykorzystaniu nowej
metody matematycznej (polegajacej na zastosowaniu geometrii przestrzeni ustruktura-
lizowanych). Juz po opublikowaniu wspomnianego artykutu udato si¢ uzyskac jeszcze
bardziej interesujace wyniki w teorii klasycznych osobliwosci. I tym razem byto to
mozliwe dzigki zastosowaniu nowej, jeszcze bardziej radykalnej, metody matematycz-
nej. Metody tej dostarczyta tzw. geometria nieprzemienna (niekomutatywna). Okazato
si¢, ze jest ona kolejnym uogélnieniem teorii przestrzeni ustrukturalizowanych. Jej
zastosowanie do badania klasycznych osobliwo$ci w ogélnej teorii wzglednosci nie
tylko pozwolito glebiej zrozumieé strukturg osobliwosci, ale otworzyto takze nowe
perspektywy w badaniach dotyczacych natury grawitacji i czasoprzestrzeni. Co wigcej,
przestrzenie nieprzemienne okazuja si¢ bardzo interesujace z filozoficznego punktu
widzenia. Maja one bowiem wiele cech zwyklych przestrzeni, ale na ogét w opisie ich
nie pojawiaja si¢ pojecia zakladajace mozliwos¢ lokalizacji, a wigc takie pojecia, jak
pojecie punktu lub jego otoczei. Sprawa na pewno wymaga filozoficznego namystu.

! Filozofia Nauki, 2, 1994, nr 3-4,s. 7-17
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2. Paradoksy poczatku i koica Wszechswiata

Zacznijmy od krotkiego przypomnienia tre§ci pierszego artykutu. Matematycznie
zadowalajace zdefiniowanie osobliwosci w ogdlnej teorii wzglednosci napotyka na
powazne trudnosci. Ich Zrodlem jest fakt, ze w osobliwosci zalamuja si¢ struktury, w
jakie wyposazona jest gtadka rozmaito$¢ czasoprzestrzenna, a bez pomocy tych struktur
nie mozna wykorzystaé do badania osobliwoici zwyktych metod geometrycznych.
Proba wyjscia z tej sytuacji jest potraktowanie osobliwosci nie jako elementéw czaso-
przestrzeni, lecz jako elementéw jej brzegu. Sposrod kilku znanych konstrukeji brzegu
czasoprzestrzeni najbardziej elegancka okazala si¢ konstrukcja zaproponowana przez
B. Schmidta.? Przypomnijmy ja pokrotce.

Niech M bedzie czasoprzestrzenia. Konstruujemy wiazke reperdow (czyli lokalnych
uktadéw odniesienia) nad czasoprzestrzenia n: F(M) — M, gdzie F(M) jest przestrzenia
wszystkich reperéw nad M, a m rzutowaniem, przypisujacym danemu reperowi jego
punkt zaczepienia w czasoprzestrzeni M. Wszystkie repery zaczepione w tym samym
punkcie czasoprzestrzeni x € M tworza widkno nad x, ktére oznacza si¢ przez n'l(x).
Jeden reper przeksztalca si¢ w drugi reper, nalezacy do tego samego widkna, za pomoca
przeksztalcenia Lorentza. Zbidr wszystkich przeksztalcen Lorentza tworzy grupg, tzw.
grupe Lorentza. Méwimy, ze grupa Lorentza L jest grupa strukturalng wiazki reperéw
nad czasoprzestrzenia M. Okazuje si¢, ze przeniesienie rownolegte (koneksja) w M
definiuje dodatnio okre$long metrykg w F(M). Wykorzystujac t¢ metryke, konstruuje-
my uzupetnienie Cauchy’ego F(M) przestrzeni F(M). Przestrzefi ilorazowa M = F(M)/L
jest czasoprzestrzenia M, do ktorej zostat dolaczony brzeg d,M, zwany b-brzegiem lub
brzegiem Schmidta. Mamy M = M U d,M, przy czym M jest zbiorem gestym i otwartym
w M. Wszystkie osbliwosci danej czasoprzestrzeni M naleza do jej b-brzegu dpM.

Pamietamy z pierwszego artykulu, ze entuzjazm, z jakim przyjeto konstrukcje
Schmidta, zatamal si¢ sie, gdy okazalo si¢, ze osobliwo$¢ poczatkowa i osobliwosé
koficowa w zamknigtym modelu Friedmana stanowia jedyny (ten sam!) punkt brzegu
Schmidta i, co wiecej, czasoprzestrzefi zamknigtego modelu ze swoim b-brzegiem nie
spelnia aksjomatu Hausdorffa, czyli z topologicznego punktu widzenia cata czaso-
przestrzen z brzegiem redukuje si¢ do jednego punktu!3 Sytuacj¢ udato si¢ wyjasnié
dzigki technikom rozwinigtym w tzw. teorii przestrzeni ustrukturalizowanych. Pojecie
przestrzeni ustrukturalizowanej jest znacznym uogoélnieniem pojecia gladkiej rozmai-
tosci. Jak wiadomo, gladka rozmaito$é mozna zdefiniowaé jako parg (M, C™(M)), gdzie
C”(M) jest algebra gladkich funkcji na zbiorze M; natomiast przestrzef ustrukturalizo-

2 A New Definition of Singular Points in General Relativity”, General Relativity and Gravitation, 1, 1971,
s. 269-280.

3Ppor. prace: B. Bosshard, ,,On the b-Boundary of the Closed Friedman-Model”, Communications of
Mathematical Physics 46, 1976, s. 263-268; R. A. Johnson, ,,The Bundle Boundary in Some Special Cases”,
Journal of Mathematical Physics 18, 1977, s. 898-902.
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wang definiuje si¢ jako parg (M, C), gdzie M jest przestrzenia topologiczna, a C snopem
algebr funkcyjnych okreslonych na M i z definicji uznanych za gladkie. Zada si¢ przy
tym spetnienia dodatkowego aksjomatu postulujacego zamknigto$¢ snopa € ze wzgledu
na sktadanie funkcji nalezacych do tego snopa z funkcjami euklidesowymi. Aksjomatu
tego nie bgdziemy tu omawiaé.* Snop C nazywa si¢ strukturq rézniczkowq przestrzeni
ustrukturalizowane;j.

Okazalo sies, ze czasoprzestrzen zamknig¢tego modelu Friedmana z osobliwosciami
mozna przedstawié jako przestrzei ustrukturalizowana i, co wigcej, zabieg ten ujawnia
zrodto wykrytych uprzednio patologii. Istota problemu polega na tym, ze tylko funkcje
stale nalezace do struktury rdzniczkowej (czyli do snopa ) czasoprzestrzeni
zamknig¢tego modelu Friedmana da si¢ przedtuzy¢ do b-brzegu tej czasoprzestrzeni
(czyli do osobliwosci); inne funkcje nalezace do C takiego przedtuzenia nie maja.
I wiasnie ten fakt pociaga za soba zlepianie si¢ osobliwosci poczatkowe;j i koficowej w
zamkni¢tym modelu Friedmana i inne patologie jego czasoprzestrzeni z b-brzegiem.
Poniewaz jednak struktura rézniczkowa czasoprzestrzeni tego modelu z b-brzegiem
(skladajaca sig tylko z funkcji statych) jest snopem, mozemy zawsze nasze rozwazania
ograniczyé do «wnetrza» modelu, czyli do czasoprzestrzeni bez jej l:v-brzegu6 1 wow-
czas natychmiast w strukturze rézniczkowej pojawiaja si¢ wszystkie funkcje (nie tylko
stale) zapewniajace jej normalne funkcjonowanie (szczegéty por. w pierwszym artyku-
le). Méwiac obrazowo, wszystko jest w porzadku, jak dlugo pozostajemy we wnetrzu
czasoprzestrzeni; gdy tylko «dotykamy» osobliwosci (tzn. przedtuzamy strukture réz-
niczkowa do brzegu czasoprzestrzeni), natychmiast wyst¢puja patologie. To wlasnie ta
cecha modelu skionita mnie (w pierwszym artykule) do zaproponowania nastgpujace;j,
dydaktycznej jedynie, interpretacji: Zatézmy, ze Demiurg stwarza §wiat wediug
zamknigtego modelu Friedmana. Stwarzajac, musi niejako dotyka¢ osobliwosci po-
czatkowej. A zatem z jego punktu widzenia poczatek Swiata (osobliwos$¢ poczatkowa) i
koniec §wiata (osobliwo$¢ koficowa) sg tym samym zdarzeniem, historia kosmiczna nie
dzieje sie, wszystko zlepia si¢ do jednego punktu (cala historia dzieje si¢ w jednym
«teraz»). Ale z punktu widzenia ziemskiego obserwatora, ktéry nie «dotyka» osobli-
wosci, czas plynie, historia dzieje si¢, a poczatek Swiata i jego koniec s3 dwoma
réznymi, lecz catkowicie niedostgpnymi, punktami brzegu czasoprzestrzeni.

Czy wszakze niedostepnos§¢ poczatkowej osobliwosci jest rzeczywiscie ostateczng
cecha modelu kosmologicznego, czy — mimo wszystko — nastgpstwem ciagle jeszcze
zbyt «grubej» metody badania? Teoria przestrzeni ustrukturalizowanych jest ogdlniej-
sza od tradycyjnych metod geometrii rézniczkowej, ale by¢ moze jest jeszcze ciagle

4Teoria przestrzeni ustrukturalizowanych zostata zaproponowana w pracy: M. Heller, W. Sasin, , Structured
Spaces and Their Application to Relativistic Physics”, Journal of Mathematical Physics 36, 1995, s. 3644-3662.

STamze; por. rébwniez: M. Heller, W. Sasin, "Sheaves of Einstein Algebras”, International Journal of
Theoretical Physics 34, 1995, s. 387-398.

6Czasoplzestneﬁ bez b-brzegu jest otwartym podzbiorem czasoprzestrzeni z b-brzegiem.
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zbyt malo ogélna, by poradzi¢ sobie ze «zlosliwa» strukturg osobliwos$ci kosmologicz-
nych. I tu wlasnie pojawila si¢ my§l, by do badania osobliwosci zastosowaé metody
geometrii nieprzemienne;j.

3. Metody geometrii nieprzemiennej

Idea nieprzemienno$ci najpierw ujawnita swoja skuteczno§é w mechanice kwanto-
wej. Jak wiadomo, wielkosci obserwowalne (obserwable) w matematycznej strukturze
mechaniki kwantowej s reprezentowane przez operatory dzialajace na przestrzeni
Hilberta. Operatory te mozna «mnozy¢» przez siebie, ale mnozenie to jest nieprzemien-
ne (to znaczy jezeli AiB sq operatorami na przestrzeni Hilberta, to A-B= B 2). Co
wiecej, operatory te tworza algebre i algebra ta ma tak wazne i interesujace wlasnosci,
ze matematycy uznali za stosowne zdefiniowac abstrakcyjna algebre (niekoniecznie
operatorow na przestrzeni Hilberta), zwang C*-algebra (czytaj: algebra C z gwiazdkg),
ktéra wlasnosci te formalizuje. Okazato sig takze, ze C*-algebry maja wazne znaczenie
dla wielu dzialdéw czystej matematyki. Geometria nieprzemienna jest naturalnym
uogélnieniem teorii przestrzeni ustrukturalizowanych (cho¢ historycznie powstata na
innej drodze). Wystarczy tylko zamiast snopa C algebr funkcyjnych rozwazaé jakas
C*-algebrg (nieprzemienna).7 Okazuje sie, ze przy takim zastapieniu wiele pojeé o
fundamentalnym znaczeniu dla geometrii rozniczkowej daje sig¢ uogélnic¢ (choé niekie-
dy na kilka sposobdw) do tego stopnia, ze mozna méwic o nieprzemiennej geometrii
rézniczkowej. W ostatnich latach ta dziedzina matematyki rozwija si¢ dynamicznie i
znajduje coraz to nowe zastosowania w fizyce teoretycznej. Jest to glownie zastuga
szkoly francuskiej pod kierunkiem Alaina Connesa.

Charakterystyczng cecha geometrii nieprzemiennej jest to, ze nadaje si¢ ona do
opisywania rozmaitych sytuacji, ktére z punktu widzenia tradycyjnej geometrii musza
by¢ uznane za sytuacje patologiczne, m.in. do takich sytuacji, w ktérych naruszony jest
warunek Hausdorffa. Jest rzecza zrozumiala, ze przy tak daleko idacym uogdlnieniu
niektore klasyczne pojecia ulegaja zalamaniu. Do najwazniejszych tego rodzaju pojeé
nalezg pojgcia zwiazane z lokalizacja. I tak klasyczne pojgcia punktu, otoczenia punktu
i inne pojecia pochodne nie maja swoich jednoznacznych odpowiednikéw w geometrii
nieprzemiennej. Sytuacj¢ t¢ analizowalem przy innej okazjig; obecnie bgdzie mnie
interesowaé bardziej szczegdlowy przypadek dotyczacy czasoprzestrzeni relatywis-
tycznych z osobliwo$ciami.

"Mozna takze, jeszcze bardziej ogdlnie, rozwazaé jakakolwiek faczna algebrg nieprzemienng. W tym
artykule ograniczg si¢ jednak wytacznie do C*-algebr.

8Najltyardziej znanym jego dzielem z tej dziedziny jest: Noncommutative Geometry, Academic Press, New
York, 1995. Por. réwniez: J. Madore, Noncommutative Differential Geometry and Its Physical Applications,
Cambridge University Press, Cambridge, 1995.

%Por. J. Demaret, M. Heller, D. Lambenr, ,Local and Global Properties of the World”, Foundations of
Science 2, 1997, 5. 137-176.
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4. Konstrukcja nieprzemiennej geometrii czasoprzestrzeni z osobliwoSciami

Problem jest nast¢pujacy: Niech bedzie dana czasoprzestrzefi M jakiego§ relatywis-
tycznego modelu z jej b-brzegiem d,M. Jak wiemy, przestrzei M = M U d,M nie jest
rozmaitoscia, ale mozna ja przedstawié jako przestrzen ustrukturalizowana. Czy mozna
ja rowniez opisaé jako przestrzen nieprzemienna? Otéz istnieje uniwersalna metoda
konstruowania takiej nieprzemienne;j przestrzeni.'o Co wigcej, w wypadku modeli rela-
tywistycznych z osobliwo$ciami metoda ta bezpoSrednio nawigzuje do metody Schmid-
ta konstruowania b-brzegu. Problem sprowadza si¢ do tego, by nieco inaczej spojrzeé
na uzupetniong (w sensie Cauchy’ego) wiazke reperow F(M) nad czasoprzestrzenia
JYAL

Zapomnijmy, ze elementami przestrzeni F(M) sa repery nad czasoprzestrzenia czyli
lokalne uktady odniesienia (i uogdlnione repery we widknach nad osobliwosciami),
rozwazmy natomiast transformacje Lorentza, ktore przeprowadzaja jeden reper w drugi
(oczywiscie w tym samym widknie), czyli dwom reperom p i g odpowiada transforma-
cja Lorentza vy przeprowadzajaca reper p w reper g. Taka transformacj¢ od p do ¢
wygodnie jest wyobrazac sobie jako strzatk¢ prowadzaca od p do g. W dalszym ciagu
bedziemy chetnie korzystaé z tego wyobrazenia. Zbidr wszystkich tego rodzaju trans-
formacji (strzatek) ma algebraiczng strukture grupoidu. Po doktadna definicje grupoidu
nalezy si¢gna¢ do oryginalnych prac matematycznych'z; dla naszych celéw wystarczy
u$§wiadomic sobie, ze grupoid tym rézni si¢ od grupy, ze dzialanie sktadania (mnozenia)
elementéw wykonalne jest tylko dla pewnych podzbioréw. W naszym wypadku przez
zlozenie strzatki od p do q i strzatki od ¢ do r bedziemy rozumie¢ strzatk¢ od p do r.
Zlozenie takie jest wykonalne oczywiscie tylko w obrgbie jednego widkna, tzn. nie da
si¢ ztozy¢ strzatek nalezacych do dwu réznych widkien. Tak skonstruowany grupoid
bedziemy oznaczaé przez G.

Rozwazmy teraz zbidér wszystkich strzalek, ktore koncza si¢ na reperze g, czyli
zbidr takich wszystkich transformacji Lorentza, ktére od jakiegokolwiek reperu (w
danym widknie) prowadza do reperu g. Zbior ten bedziemy oznaczac przez G,. Latwo
udowodnié, ze zbiér ten pokrywa si¢ z cala grupa Lorentza, a co za tym idzie ma on
strukture gladkiej rozmaito$ci. Pozostaje to w mocy nawet wowczas, gdy reper g jest
jedynym uogodlnionym reperem w zdegenerowanym widknie nad osobliwosScia po-
czatkowa lub koficowa zamknigtego modelu Friedmana. (To samo dotyczy zbioru G”
wszystkich strzalek, ktdre zaczynaja si¢ na reperze p.) Fakt ten ma kluczowe znaczenie
w dalszej analizie struktury osobliwo$ci; to on wlasnie z osobliwosci czyni obiekty

0 por. A. Connes, dz. cyt., s. 99 i nast.

Hy dalszym ciagu referuj¢ wyniki pracy: M. Heller, W. Sasin, ,,Noncommutative Structure of Singularities
in General Relativity”, Journal of Mathematical Physics, 37, 1996, s. 5665-5671.

l2Np. J. Renault, A Groupoid Approach to C*-Algebras, Lecture Notes in Mathematics, No. 725, P. de la
Harpe (red.), Springer, Berlin 1979, s. 114-116.
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dajace si¢ badaé. W zwiazku z tym mozna nawet méwié o zabiegu desyngularyzacji
modelu.

Jednakze proces konstruowania nieprzemiennej przestrzeni obejmujacej osobli-
wosci relatywistyczne nie zostal jeszcze zakoniczony. W celu jego dopelnienia nalezy
uczyni¢ nastepny krok. Skonstruujmy mianowicie nad grupoidem G pewna nowa
wiazke. Nie bedziemy tu wnikaé w szczegdly konstrukcji tej wiazki;'? wystarczy
pamigtaé, ze jest to wiazka liniowa, tzn. jej wlokna sg przestrzeniami jednowymiarowy-
mi, i trywialna, tzn. ma ona strukturg iloczynu kartezjaniskiego. Wiazke t¢ oznaczmy
przez Q21 Jezeli pamigtamy, ze grupoid G jest w istocie wiazka widknista reperow
nad czasoprzestrzenia M z osobliwo$ciami, to wigzka Ql? jest juz «drugim pigtrem»
(wiazka nad wiazka) nadbudowanym nad czasoprzestrzenia M z osobliwosciami. Po-
niewaz wiazka Q' jest wiazka trywialna (a wigc o szczegdlnie prostej strukturze),
prowadzi ona dalej proces desyngularyzacji przestrzeni M (czyli czasoprzestrzeni z
osobliwo§ciami). Jest to czgsto spotykana prawidtowo$¢ w matematyce: kolejne «wigz-
ki nad wigzkami» majg coraz prostsza strukturg, az wreszcie kolejna wigzka musi by¢
trywialna.

I wreszcie ostani krok. Rozwazmy zbidr wszystkich cig¢ wiazki Q"7 oznaczmy go
przez Sec(Q'?). Cigcia te mozna mnozy¢ przez liczby zespolone, dodawa¢, a takze
mnozy¢ przez siebie, ale pod warunkiem, ze mnozenie zdefiniuje si¢ specjalnym wzo-
rem (catkowym), zwanym w matematyce konwolucjq; jest to mnozenie nieprzemienne.
A wiec zbior Sec(Qm) cie¢ wigzki Q' jest algebrq nieprzemienng. Geometria wyzna-
czona przez t¢ algebr¢ bedzie stuzyé za podstawe do zdefiniowania nieprzemiennej
przestrzeni, ktora modelowataby czasoprzestrzen z osobliwo§ciami. Aby to ostatecznie
osiagnaé, trzeba zagwarantowac, by algebra Sec(Qm) byla C*-algebra (gdyz a priori
nie musi nig by¢). W tym celu nalezy odwota¢ si¢ do pojgcia reprezentacji algebry.

Po doktadna definicj¢ reprezentacji nalezy siggnaé do jakiegokolwiek podrgcznika
wspoélczesnej algebry; dla naszych celéw wystarczy pamigtaé, ze reprezentacjq danej
algebry A jest takie odwzorowanie algebry A w inng przestrzefi, (scil. przestrzen repre-
zentacji), ze zachowuje ono istotne cechy tej algebry (a wigc dodawanie i mnozenie jej
elementéw przez siebie oraz mnozenie przez skalary). Czesto wygodniej jest badac
przestrzefi reprezentacji niz sama algebrg A. I tak jest w naszym wypadku.

Najpierw rozwazmy zbiér G, wszystkich strzalek, ktdre koficza si¢ na reperze g. Jak
pamigtamy, zbidr ten jest gltadka rozmaitoécia. Istnieje znana technika definiowania na
rozmaito$ci funkcji, ktére tworza przestrzeii Hilberta (tzw. funkcji catkowalnych z
kwadratem). Oznaczmy t¢ przestrzefi przez Lz(Gq) lub krocej przez §), a przestrzefi
wszystkich (ograniczonych) operatoréw dziatajacych na przestrzeni Hilberta § = Lz(Gq)

13Szczeg()ly te mozna znalezé w 1V rozdziale pracy cytowanej w przypisie 11.
14Symbol ten przypomina, ze jest to wigzka pol-gestosci.
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oznaczmy przez B(9). Definiujemy teraz reprezentacj¢ naszej nieprzemiennej algebry
Sec(Qm) w przestrzeni B(f)) jako odwzorowanie:

n, : Sec(Q'?) — B(H).
Oczywiscie odwzorowanie to jest okre§lone konkretnym wzorem, ktdry tu pomijamy.ls
Zauwazmy, ze wlaSciwie mamy tu wiele reprezentacji algebry Sec(Q'?): po jednej
reprezentacji dla kazdego reperu g.

Teraz zamiast algebra Sec(Qm’) mozemy si¢ postugiwaé przestrzenig nq(Sec(Qm))
< B(H) czyli podalgebra operatordw dziatajacych na przestrzeni Hilberta §) = LZ(Gq).
Jak pamigtamy, to wlasnie zbior operatoréw dzialajacych na przestrzeni Hilberta byt
punktem wyjscia do zdefiniowania C*-algebr i jezeli taki zbior nie jest jeszcze C*-al-
gebra, to doskonale wiadomo jak go uzupetnié do C*-algebry. Uzupelnienie to stosuje-
my w naszym wypadku i otrzymujemy nieprzemienna C*-algebr¢ operatoréw
dziatajagcych na przestrzeni Hilberta $ jako reprezentacj¢ nieprzemiennej algebry
Sec(Q'?). Wiasnie ta C*-algebra definiuje nieprzemienng geometri¢ czasoprzestrzeni z
osobliwo$ciami.

5. Nieprzemienna struktura osobliwosci

Algebry — czy to przemienne, czy nieprzemienne — sa na ogét zbyt abstrakcyjny-
mi strukturami, by dalo si¢ na nich wykonywaé konkretne rachunki. Do tego celu
mozna si¢ postuzy¢ reprezentacjami algebr. Jak pamigtamy, reprezentacja jest to (linio-
we) odwzorowanie danej algebry — zachowujace istotne cechy algebry — w pewna
inng przestrzen (np. wektorowa). Postugujac si¢ ta druga przestrzenia (jezeli zostata ona
odpowiednio dobrana), mozna skuteczniej wykonywaé potrzebne rachunki.

Okazuje si¢, ze w rozwazanym przez nas wypadku zawsze istnieje rodzina szcze-
gblnie wygodnych reprezentacji algebry Sec(Q'),'® a mianowicie dla kazdego reperu
q,I7 istnieje odwzorowanie

n, : Sec(Q'"?) = BLXG,)
przestrzeni Sec(Q"”) w przestrzefi (ograniczonych operatoréw) B(LZ(G,,)), dziatajacych
na elementy przestrzeni LZ(G,,). Ta ostatnia przestrzeih wymaga objas$nienia. Ze zbiorem
G, spotkaliSmy si¢ powyzej; pamigtamy, ze jest to zbidr wszystkich strzalek
koficzacych si¢ w g. Wiemy takze, ze G, jest zawsze gladka rozmaitoscia. Mozemy
wigc na niej okreslic «dobrze zachowujace si¢» funkcje. Wsréd tego rodzaju funkcji
szczegoblne znaczenie maja tzw. funkcje catkowalne z kwadratem (sa one m.in. dobrze
znane z elementarnego kursu mechaniki kwantowej). To wlasnie przestrzen funkcji
catkowalnych z kwadratem okreSlonych na G, oznaczyliSmy przez LZ(G,,). Szczegblnie
sympatyczng okolicznoscia jest to, ze zbidr LZ(G,,) okazuje si¢ przestrzenig Hilberta.

Bpor. twierdzenie 4.1 w pracy cytowanej w przypisie 11.
$por. A. Connes, dz. cyt., s. 102.

78cisle rzecz biorac, reper g traktujemy tu jako element grupoidu G, tzn. jako strzatkg zaczynajaca si¢ i
koficzacy w g (czyli jako petle).
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Kazda wigc reprezentacja 7, algebry Sec(Qm) odwzorowuje t¢ algebr¢ w rodzing
operatorOw dziatajacych na przestrzeni Hilberta L2(Gq). Méwimy, ze zostata w ten
sposéb okreslona reprezentacja algebry Sec(Qm) na przestrzeni Hilberta LZ(Gq).’8
Konkretna posta¢ reprezentaciji 7, jest dana przez dosy¢ skomplikowany wzér catkowy,
ktérego nie bedziemy tu przytaczac.

Wilasnosci operatoréw dzialajacych na przestrzeni Hilberta zostaly bardzo dobrze
zbadane. Wystarczy u§wiadomi¢ sobie, ze operatory takie w mechanice kwantowe)
przedstawiaja wlasnosci obserwowalne (obserwable), a matematyczna struktura mecha-
niki kwantowej stanowi przedmiot zywych zainteresowan fizykéw i matematykéw od
kilkudziesieciu lat.

Ale wr6émy do naszego przypadku. Mamy zatem dla kazdego reperu g reprezen-
tacj¢ 7, nieprzemiennej algebry Sec(Qm) na dobrze znanej przestrzeni. Gdy ¢ jest
reperem w dowolnym regularnym (nieosobliwym) punkcie czasoprzestrzeni,
poslugiwanie si¢ reprezentacja T, nie wnosi niczego nowego. W takim wypadku reper g
jest znacznie prostsza konstrukcja matematyczng niz reprezentacja 1, i w ogble nie
wida¢ potrzeby postugiwania si¢ w takiej sytuacji reprezentacja m,. Rzecz jednak ulega
drastycznej zmianie, gdy g nalezy do «wlékna osobliwego». Wowczas, jak wiadomo,
natychmiast pojawiaja si¢ trudnosci ze zdefiniowaniem osobliwosci i pojecie reperu
nad osobliwosciq traci sens, ale przestrzefi G, jest nadal dobrze okreSlona (zachowujac
strukture gladkiej rozmaitosci) i reprezentacja m, nie tylko dobrze funkcjonuje, ale jest
jedynym sposobem «zajrzenia» do struktury osobliwosci.

Strategia ta funkcjonuje dobrze nawet wowczas, gdy mamy do czynienia z osobli-
wosciami zto§liwymi, np. w zamknigtym modelu Friedmana. Wowczas dla osobliwosci
poczatkowej i koficowej mamy dwie rézne «przestrzenie petli», nazwijmy je G,, i Gy, i
dwie rozne reprezentacje nieprzemiennej algebry Scc(Qm), a mianowicie reprezentacje
T, i reprezentacj¢ T . Osobliwo$¢ poczatkowa i koficowa nie zlepiaja si¢ w jeden
punkt brzegu osobliwego, lecz sa opisywane przez dwie rézne struktury matematyczne.
Zwrdéémy jednak uwage, ze poniewaz mamy tu do czynienia z reprezentacjami algebry
nieprzemiennej, struktury te nie odpowiadaja punktom. Nie mozemy wigc méwié o
punkatch osobliwych. Osobliwosci sa wiasnoScig globalng modeli kosmologicznych;
usitfowanie ich «umiejscowienia» jest zabiegiem bezsensownym.

6. Klasyczne osobliwosci a kwantowa teoria grawitacji

Czasem tak bywa, ze uboczny produkt jakiej$ pracy moze okazaC si¢ bardziej
interesujacy niz zamierzony cel podjetego badania. Kto wie, czy nie ma to miejsca w
omawianym wypadku. Zamierzonym celem referowanych przeze mnie badan byto
rozwiazanie problemu klasycznej osobliwo$ci w kosmologii relatywistycznej, ale w

B Chot 4cisle rzecz biorgc 1, odwzorowuje algebre Sec(Q") nie w przestrzefi Hilberta LZ(G,,), lecz w
przestrzefi B(Lz(Gq)) operatorOw dziatajacych na przestrzeni Hilberta Lz(Gq).
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trakcie pracy zupelnie nieoczekiwanie okazato si¢, ze klasyczne osobliwoéci zdaja sie
co$ «wiedzie¢» na temat kwantowych efektow grawitacji. W ten bowiem sposéb mozna
zinterpretowaé fakt, ze osobliwosci, ktére pojawily si¢ na gruncie ogdlnej teorii
wzglednosci, a wige klasycznej (niekwantowej) teorii grawitacji, sa modelowane przez
typowo kwantowo-mechaniczng strukture, jaka jest rodzina (ograniczonych) operato-
réw na przestrzeni Hilberta. Co wigcej, wydaje si¢, ze zwiazki struktury osobliwosci z
matematyka stosowana w mechanice kwantowej si¢gaja jeszcze dale;).

Jak wiadomo, istnieje bardzo eleganckie (i nieco ogélniejsze od standardowego)
ujecie mechaniki kwantowej, a mianowicie ujecie jej przy pomocy C*-algebry. W
tradycyjnym ujgciu przestrzenia fazowa mechaniki kwantowe;j jest przestrzer Hilberta
$, a wielkoSci obserwowalne (obserwable) sa elementami rodziny B(§) (ograniczo-
nych) operatorow dziatajacych na przestrzeni Hilberta f). Ale poniewaz obserwable
odgrywaja fundamentalng rol¢ w mechanice kwantowej, wydaje si¢ naturalne, by za
podstawowa struktur¢ matematyczna mechaniki kwantowej uznaé co$, co odpo-
wiadaloby rodzinie obserwabli. Okazuje si¢, ze matematycy taka strukture znaja od
dos¢ dawna (pojawia si¢ ona w teorii przestrzeni Banacha) i, co wigcej, rodzina B(%)
jest szczegblnym (ale w pewnym sensie typowym) przypadkiem tej struktury; struktura
ta nazywa si¢ C*-algebrq. Taka C*-algebr¢ mozna uzna¢ za podstawowa strukture
mechaniki kwantowej; bedzie to wéwczas algebra obserwabli (elementami C*-algebry
s obserwable); natomiast przestrzefi fazowa mechaniki kwantowej odzyskuje si¢ jako
przestrzef funkcjonatéw liniowych (dodatnich i odpowiednio unormowanych) na danej
C*-algebrze.

Warto wreszcie przypomnie¢, ze w wypadku zwyklej mechaniki kwantowej, czyli
dla uktadéw o skoficzonej liczbie stopni swobody, ujgcia przy pomocy przestrzeni
Hilberta i przy pomocy C*-algebry sa rownowazne. Ale ujgcie przy pomocy przestrzeni
Hilberta nie nadaje si¢ do opisu uktadéw kwantowych o nieskoficzonej liczbie stopni
swobody (czyli do kwantowej teorii pola), natomiast ujgcie przy pomocy C*-algebry i
w tym wypadku «pracuje» poprawnie.

Wr6émy jednak do naszego koficowego wyniku. Czasoprzestrzefi modelu kosmolo-
gicznego z osobliwo$ciami mozna opisa¢ przy pomocy C*-algebry. Poniewaz jest to
algebra nieprzemienna, traci si¢ w tym opisie informacj¢ o punktach czasoprzestrzeni.
Jest to cena, jakg trzeba zaplaci¢ za mozliwo$¢ analizowania struktury osobliwosci. Ale
nie jest to cena wygérowana. Mozemy przeciez zawsze ograniczyé C*-algebrg
Sec('?) tylko do regularnych (nieosobliwych) obszar6w czasoprzestrzeni. Tak ograni-
czona algebra jest rownowazna w sensie Mority'9 algebrze funkcji gladkich na czaso-
przestrzenti, a ta ostatnia jest z kolei réwnowazna zwyklej geometrii na rozmaitosci.

Jest to argument przemawiajacy za spdjnoscia naszego modelu: w zawezeniu do
regularnych obszaréw czasoprzestrzeni model daje to, co dawa¢ powinien. Ale jego

1 R6wnowaznosé w sensie Mority odgrywa rolg izomorfizmu w teorii algebr nieprzemiennych.
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atrakcyjno$¢ polega na wigkszej ogélnoSci: okazuje sig, ze czasoprzestrzef z osobli-
woSciami jest przestrzenia nieprzemienna, ktéra mozna bada¢ metodami geometrii
nieprzemiennej. Cel zamierzony na poczatku pracy zostal osiagnigty. Ale to, ze osobli-
wosci ulegaja metodom matematycznym stosowanym w fizyce kwantowej, jest niespo-
dzianka. Skad klasyczne osobliwosci «wiedza» o kwantowej naturze §wiata? A moze
klasyczne osobliwosci nie sa wcale tak bardzo klasyczne? Niewykluczone, ze w tej
niespodziance tkwi informacja, ktéra warto by rozszyfrowac. Bedzie to zapewne tema-
tem nastepnych prac.zo

pierwsza praca, prowadzaca w tym kierunku, juz si¢ ukazata; por. M. Heller, W. Sasin, ,,Groupoid
Approach to Noncommutative Quantization of Gravity”, Journal of Mathematical Physics 38, 1997, s.
5840-5853 (prrzypis dodany w korekcie).



