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Eksperyment komputerowy w matematyce

W ciggu ostatnich trzydziestu lat matematycy zacz¢li postugiwaé si¢ nowym
narzedziem — komputerem. W konstrukcje komputera zaangazowanych jest kilka
podstawowych teorii przyrodniczych. Konieczne jest réwniez oprogramowanie, do
powstania ktérego niezbedne sg zardwno teorie matematyczne (np. metody numerycz-
ne), jak i teorie dotyczace wtasnosci algorytmoéw, jezykéw programowania itp.

Automatyczne dowodzenie twierdzef, uzyskane przy pomocy komputera dowody
takich twierdzei, ktérych dowody w tradycyjnej formie nie sa znane, postugiwanie sig
grafika komputerowa, obserwacje zachowania si¢ rozmaitych uktadéw przy zmianach
parametréw, rozwigzywanie roéwnaf rézniczkowych, calkowanie — to tylko niektére z
mozliwodci zastosowania komputeréw w matematyce. Wykorzystywanie komputera
stworzylo nowe warunki pracy matematyka, prowokujac jednocze$nie do postawienia
szeregu pytafi dotyczacych metody uprawiania matematyki. Jednym z nich jest pytanie
o istote i rolg tzw. eksperymentéw komputerowych. W szerszej perspektywie problemy
zwiazane z eksperymentowaniem 1acza si¢ z jedng z zasadniczych dla filozofii matema-
tyki kwestii, a mianowicie z pytaniem o to, czy wiedza matematyczna ma charakter
aprioryczny czy aposterioryczny.

W ostatnich latach jednymi z najszybciej rozwijajacych sig teorii matematycznych
s teorie zbioréw fraktalnych i chaosu deterministycznego. Znajduja one szereg
zastosowail, m.in. do opisu takich zjawisk i procesow, ktore do tej pory nie poddawaty
si¢ badaniom przy pomocy matematyki.

Przyklady zbioréw, ktére obecnie sg nazywane ,,fraktalnymi”, byly znane od dawna,
a «wrazliwo$é» na warunki poczatkowe pewnych ukladéw mechanicznych, ktérych
zachowanie opisuja réwnania Hamiltona, zauwazy! juz pod koniec ubiegtego wieku H.
Poincaré (1892). Traktowano je jednak jako malo istotne dla rozwoju matematyki
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«ciekawostki», znajdujace si¢ niejako na marginesie gléwnego nurtu badan.! Rozwia-
zywanie probleméw, ktore powstaja przy badaniu zbioréw fraktalnych czy ukladéw
dynamicznych nieliniowych, stato si¢ mozliwe, jak si¢ wydaje, dzigki technice kompu-
terowej. Szybkie przeprowadzanie obliczefi, ktére bylyby praktycznie niewykonalne
bez postuzenia si¢ maszyna cyfrowa, stworzylo nowe warunki dia badania zbioréw
fraktalnych i dynamiki chaotycznej.2 '

Przedstawie ponizej kilka przyktadéw wykorzystania komputera do badai matema-
tycznych.

Rozwazmy odwzorowanie f,(x) = ax(1 — x) domknigtego odcinka [0, 1] w siebie,
zalezne od parametru a, przyjmujacego wartosci z przedziatu [0, 4]. Dla dowolnego xo,
nalezacego do przedziatu [0, 1} utworzmy ciag {xo, x1, X2, .., Xns...}, 8dZi€ Xnp1 = falxn).
Ciag ten nazywamy , trajektorig punktu xo”.

W zaleznosci od wartosci parametru a mamy do czynienia z réznym jako$ciowo
zachowaniem sig trajektorii punktow xq. To zachowanie tatwo zaobserwowaé na moni-
torze komputera. Jezeli a nalezy do przedziatu [0, 1}, to dla dowolnego xo z przedziatu
[0, 1] trajektoria punktu x jest zbiezna do 0. Jezeli a nalezy do przedziatu (1, 3], to ta
trajektoria jest zbiezna do punktu stalego odwzorowania f, ktory jest réwny x;=1—1/a
(méwimy wtedy, ze punkt staly przyciaga trajektorig). Istotne jakoSciowo zmiany w
zachowaniu si¢ trajektorii nastgpuja, gdy warto$¢ parametru a przekracza 3. W punkcie
a = 3 nastepuje bifurkacja podwojenia okresu, czyli punkt x; przestaje przyciagaé
trajektorie, pojawia si¢ natomiast okresowa orbita o okresie 2. Dla a z przedziatu (3, 1 +
V6] orbita ta przyciaga trajektorie wszystkich punktéw z odcinka (0, 1), z wyjatkiem
punktu stalego x;. Dla @ = 1 + Y6 znowu nastepuje bifurkacja podwojenia okresu.
Pojawia si¢ okresowa orbita o okresie 4, przyciagajaca trajektorie wszystkich punktow
z odcinka (0, 1) z wyjatkiem punktu statego i orbity o okresie 2. Mozna udowodnic, ze
istnieje nieskoficzony ciag ay, ai, ... punktéw bifurkacji. W punkcie a; orbita o okresie
2 traci stabilno$¢ i powstaje stabilna orbita o okresie 2! Ciag ag, ay, ... jest zbiezny do
ap = 3,56995... . Zjawisko pojawiania si¢ kolejnych punktdéw bifurkacji nosi nazwe
,kaskady Feigenbauma”.

W obszarze parametru a > a, mozna zaobserwowaé zjawisko wrazliwo$ci na wa-
runki poczatkowe: niewielka zmiana punktu startowego xp moze spowodowac rozejscie
sig trajektorii juz po kilkunastu a nawet po kilku iteracjach. Réwniez niewielka zmiana

!Przyklady funkeji ciagtych nigdzie nierdzniczkowalnych, zbiér Cantora i inne tego typu «patologiczne»
obiekty w matematyce zacz¢ly pojawiaé si¢ wraz z ugruntowaniem podstaw analizy matematycznej. Niektore
z nich okazywaly si¢ kontrprzykladami dla intuicji, ktére matematycy wigzali z pewnymi pojeciami.

szérca teorii fraktali jest B. Mandelbrot. Przyktady zbioréw fraktalnych i ich zastosowan mozna znalezé
w jego monografii The Fractal Geometry of Nature (New York 1983). Okreslenie ,,chaos” w kontek§cie
uktadéw dynamicznych zostato po raz pierwszy uzyte przez Y. LiiJ. Yorke’a w artykule «Period Three Implies
Chaos» (The American Mathematical Monthly 82(1975), s. 985-992). Wcze$niej podobnymi sprawami
zajmowat si¢ A.N. Szarkowski w pracy ,,Coexistence of Cycles of a Continous Map of Line into Itself”’
(Ukrainian Mathematical Journal 16(1964), s. 61-71),
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samego parametru a powoduje jako§ciowe zmiany w dynamice calego uktadu. Zjawis-
ko chaosu deterministycznego3 tatwo jest zaobserwowaé na ekranie komputera. Takie
same wlasnosci jak odwzorowanie logistyczne posiadaja réwniez inne funkcje.

Punkty stale odwzorowania i stabilne orbity okresowe sa przyktadami atraktorow,
czyli takich zbior6w niezmienniczych, ktdre przyciagaja trajektorie punktéw ze swego
sasiedztwa. Przykladow tzw. dziwnych atraktoréw moze dostarczaé uktad iterowanych
odwzorowai zwezZajacych. Niech X bedzie przestrzenig metryczng, a wy, wa, ..., Wi
ukladem przeksztalceni zwezajacych przestrzeni X w siebie. Niech A bedzie zwartym i
niepustym podzbiorem X. Okre§lamy W(A) = w1(A) U wx(A) U ... U wi(A) oraz ciag Ao,
Ay, Ay, .., A, ..., gdzie Apy = W(A,). Mozna pokazaé, ze ciag ten jest zbiezny do
granicy A, ktéra nie zalezy od wyboru Ag i jest jedynym rozwigzaniem rownania W(A)
= A. Dla pewnych ukladéw odwzorowah zwezajacych zbiér A, ma bardzo skompliko-
wang strukturg, ktorej zawito$¢, a czesto réwniez i pigkno, mozna zobaczy¢ na ekranie
komputera.4

Dziwne atraktory z powyzszego przykladu stanowia jednoczes$nie przyklady tzw.
zbioréw fraktalnych. Innym przykladem zbioru fraktalnego jest badany metodami
numerycznymi przez B. Mandelbrota (1980) zbiér, nazwany od jego nazwiska ,,zbio-
rem Mandelbrota”. Powstaje on w dosy¢ naturalny spos6b przy badaniu zachowania si¢
iteracji odwzorowania F(z) = 2+ ¢, gdzie z i ¢ sg liczbami zespolonymi. Niech zo = 0,
Zn+t = F(z,). Zbiér Mandelbrota jest zbiorem tych parametréw c, dla ktérych ciag {z,}
Jjest ograniczony. Okazuje sig¢, ze zbior ten ma niezwykle zawita strukture, do badania
ktérej pomocny jest komputer.

Komputer zatem «produkuje» zbiory fraktalne i dziwne atraktory, pozwalajac ob-
serwowac zachowanie si¢ dynamiki chaotycznej. Dzigki temu mozemy niejako naocz-
nie dostrzec wlasnosci rozpatrywanych zbioréw,’ a takze, co jest szczeg6lnie wazne dla
rozwoju teorii matematycznych, gromadzi¢ informacje o «zjawiskach» zachodzacych
w dziedzinie obiektdw matematycznych, oraz znajdowaé nowe obszary badan. Tym
samym, przy pomocy komputera matematyk dokonuje tego, co potocznie rozumie si¢
przez eksperymentowanie. Nasuwa si¢ zatem pytanie: Czy postugiwanie si¢ kompute-
rem zmienilo dotychczasowa praktyke uprawiania matematyki? Coraz czg¢sciej jest
gloszony poglad, w my§] ktorego matematyka przerodzita si¢ w nauke¢ eksperymen-

3H.G. Schuster tak okresla pojecie chaosu deterministycznego: jest to ‘ruch nieregularny, czyli chaotyczny,
otrzymywany z ukladu nieliniowego, ktérego prawa dynamiki jednoznacznie okreslaja ewolucj¢ uktadu w
czasie, gdy znana jest jego wcze$niejsza historia (por. H.G. Schuster, Chaos deterministyczny. Wprowadzenie,
Warszawa 1995, s. 15).

“Por.: J. Kudrewicz, Fraktale i chaos, Warszawa 1993, s. 20-29.

3B. Mandelbrot w kontekécie wykorzystywania grafiki komputerowe;j stwierdza, ze oko zastuguje na to, by
je potraktowaé jako integralny element procesu mySlenia naukowego (,,Opinions”, Fractals 1(1993), s.
117-123).
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talna.% Jak si¢ jednak wydaje, w swej istocie spos6b uprawiania matematyki pozostat
niezmieniony. Na rzecz takiej tezy mozna przytoczy¢ nastgpujace argumenty.

Rysunek zawsze w geometrii odgrywat istotng rol¢. Znane s3 «rysunkowe» dowody
twierdzef, na przyklad twierdzenia Pitagorasa. Wystarczy przyjrze¢ si¢ rysunkowi, aby
«zobaczyé» prawdziwo$é twierdzenia. Rowniez w innych niz geometria dziatach mate-
matyki przy pomocy rozmaitych rysunkéw, diagraméw, szkicéw itp. prébuje si¢ stwo-
rzy¢ obrazowe przedstawienie pewnych sytuacji lub wzbudzi¢ okreSlone intuicje.
Ciekawym przyktadem teorii postugujacej si¢ diagramami jest teoria kategorii. Po-
dobna rolg jak rysunki odgrywajg modele fizyczne. Ogromne znaczenie maja w mate-
matyce czynniki intuicyjne. Na przyklad intuicje, ktére wytwarzaly si¢ dzigki
zastosowaniom rachunku nieskoficzenie matych, w szczeg6lnosci w mechanice, miaty
istotny wplyw na ksztattowanie si¢ podstawowych poje¢ analizy. Réwniez teoria mno-
gosci byta rozwijana przez G. Cantora poczatkowo na podstawie intuicyjnego rozumie-
nia zbioru. Sprawdzanie na konkretnych przyktadach zachowania si¢ wybranych
obiektéw matematycznych czgsto prowadzito do wysuwania, jak si¢ pdéZniej okazy-
walo, prawdziwych wnioskéw, chociaz czgsto ich dedukcyjne dowody nie byty znane.
Na przyklad R. Descartes — obliczajac pola figur o jednakowym obwodzie —
stwierdzil, ze kolo ma z nich najwigksza powierzchnig¢. Wedtug niego takie indukcyjne
potwierdzenie bylo wystarczajace. Podobnie L. Euler sprawdzat na wielu konkretnych
przyktadach poprawno§¢ wzoréw na sume dzielnikéw danej liczby naturalnej.’
Przyktady wplywu rozmaitych do§wiadczeft na rozwdj teorii matematycznych mozna
by mnozy¢.

Jak si¢ zatem wydaje, naoczno$¢ rozmaitych modeli i rysunkow, intuicja «we-
wnatrzmatematyczna», a takze intuicje ksztalttowane pod wplywem interakcji migdzy
teoriami matematycznymi a ich zastosowaniami, zawsze byly obecne w praktyce mate-
matykéw. W tym kontekScie eksperymentowanie na komputerach nie rézni si¢ ja-
kosciowo od tego, co do tej pory dziato si¢ w badaniach matematycznych. Réznice sg
tylko iloSciowe: stosujagc komputery, mamy znacznie wigksze mozliwo§ci obliczenio-
we.

Dzigki wspdlpracy z komputerem matematyk zdobywa nowe informacje o intere-
sujacej go dziedzinie. Informacje te moga sugerowaé zaréwno sformutowanie twierdze-

Sw zwiazku z istnieniem dowodéw komputerowych tez¢ o przeradzaniu si¢ matematyki w nauke empi-
ryczng wysunat m.in. T. Tymoczko (,,The Four-Color Problem and Its Philosophical Significance”, [w:] T.
Tymoczko (ed.), New Directions in the Philosophy of Mathematics, Boston-Basel-Stuttgart 1985, s. 243-266).
Zwrbcit on uwage na to, ze spelnianie przez komputer zatozonych przez konstruktoréw zadaf jest faktem
empirycznym i moze by¢ sprawdzone jedynie przez do§wiadczenie. Z kolei w kontekscie wykorzystywania
komputer6w do badania dynamiki chaotycznej o nowej matematyce eksperymentalnej pisze D.R. Hofstadter
(,,Strange Attractors: Mathematical Patterns Delicately Poised Between Order and Chaos”, Scientific American,
1981, no 11, 5. 22-24),

"Przykiady te podaje G. Polya (Mathematics and Plausible Reasoning, Vol. I, Princeton - New Jersey 1954,
5.90-1001 168), ktéry w swoich pracach zwraca uwage na rol¢ doswiadczenia w procesie tworzenia matematyki
(por. np. Jak to rozwiqzac? Nowy aspekt metody matematycznej, Warszawa 1964).
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nia, jak i jego dow6éd. Wyniki komputerowe dostarczaja przyktadéw oraz kontr-
przyktadéw dla konkretnych twierdzefi badZz hipotez. Wszystko to wskazuje na
podobiefistwa migdzy rola eksperymentu w matematyce a rolg doS§wiadczenia w na-
ukach przyrodniczych. Na tym jednak podobiefistwa si¢ koficza.

Wyniki do§wiadczent w naukach przyrodnicznych spetniaja istotna funkcje w fazie
uzasadnienia teorii przyrodniczej. Kazda teoria przyrodnicza jest nieustannie konfron-
towana z wynikami eksperymentéw i obserwacji. Nie wystarczy logiczna niesprzecz-
nos¢ teorii; to wynik eksperymentu jest instancja rozstrzygajaca na rzecz jej przyjecia
badZ odrzucenia. Dlatego teorie przyrodnicze sa nieustannie poprawiane i moga ulegaé
zmianom pod wplywem nowych danych do§wiadczalnych. W matematyce nic takiego
nie ma miejsca.8 Je§li bowiem mamy poprawnie przeprowadzony dowdd jakiego$
twierdzenia, to nie istnieja eksperymenty, ktérych wyniki mogtyby byé w sprzecznoéci
z tym twierdzeniem. Jezeli teoria matematyczna jest niesprzeczna, to nie mogg pojawié
si¢ dane niezgodne z ta teoria, zmuszajace matematyka do jej odrzucenia. Sformulo-
wanie teorii przyrodniczej w postaci aksjomatycznej i niesprzeczno$é takiej teorii nie
zabezpieczaja jej wynikéw przed niezgodno$cia z wynikami do§wiadczefi badZ obser-
wacji.

W pracach na temat zbioréw fraktalnych lub dynamiki chaotycznej wyniki ekspery-
mentéw komputerowych jedynie ilustruja dane zagadnienie. Nie stanowig natomiast
uzasadnienia prawdziwo§ci prezentowanych twierdzefi. Dedukcyjny dowéd pozostaje
ciggle uzasadnieniem ostatecznym. Metoda aksjomatyczno-dedukcyjna nadal jest je-
dyna metoda matematyki. OczywiScie wiele wynikéw uzyskanych przy pomocy kom-
putera jak dotad nie ma jeszcze dedukcyjnego dowodu i na razie musimy poprzestac na
ich eksperymentalnym potwierdzeniu.9 Nie znaczy to jednak, ze sa one traktowane tak
samo, jak «zwykte» twierdzenia matematyczne i ze nie dazy si¢ do znalezienia ich
uzasadnienia dedukcyjnego.

Na postawione zatem na wstgpie pytanie moja odpowiedz jest nastepujaca. Wiedza
matematyczna ma charakter aprioryczny w tym sensie, ze do uzasadnienia prawdzi-
wosci twierdzent matematycznych konieczny jest tylko poprawnie przeprowadzony w
ramach danej teorii dowéd dedukcyjny. Istnienie dowodéw komputerowych nie podwa-
za tezy, ze jedyna metoda w matematyce jest metoda aksjomatyczno-dedukcyjna. Do-

#. Lakatos wprawdzie zwracal uwage na rolg, jaka odgrywaja hipotezy w matematyce, a takie
kontrprzyktady, ktére wymuszaja dokonywanie zmian w sformulowaniu twierdzenia czy w jego dowodzie, a
w skrajnych wypadkach nawet jego odrzucenie. Stad wyciagat wniosek o hipotetycznosci wiedzy matematy-
cznej i jej podobiefistwie do wiedzy z zakresu nauk przyrodniczych (zob. J. Worrall, E. Zahar (eds.), Proofs
and Refutations. The Logic of Mathematical Discovery, Cambridge University Press, Cambridge 1976). Jak si¢
jednak' wydaje, spostrzezenia Lakatosa dotycza samego procesu tworzenia wiedzy matematycznej, a nie
uksztattowanych juz teorii matematycznych.

*Na przyklad hipoteza Kaplana-Yorke’a, wysunigta w 1972 r., byta sprawdzana numerycznie i uzyskata w
ten sposdb potwierdzenie. Nie rezygnuje si¢ jednakze z badania zakresu jej zastosowar i poszukiwania
dedukcyjnego dowodu.
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wo6d komputerowy jest zreszta takze w swej istocie dowodem dedukcyjnym. Komputer
pozwala tylko na sprawne przeprowadzenie potrzebnych obliczen lub sprawdzanie
ogromnej liczby przypadkéw. OczywiScie poprawno$¢ takiego dowodu zalezy od
znacznie wigkszej liczby czynnikéw, niz poprawno$¢ zwyklego dowodu. Biad w dowo-
dzie moze byé bowiem spowodowany réznymi przyczynami technicznymi, usterkami
w funkcjonowaniu komputera, blgdami w oprogramowaniu, w algorytmie itd. Mozli-
wo§¢ popetniania blgdéw przy zastosowaniu pomocniczego narzedzia nie przekreSla
jednakze istoty metody, ktdra postuguje si¢ matematyka.

To, ze matematyka «morfologicznie» jest nauka aprioryczng, nie znaczy jednak, ze
«genetycznie» rzecz biorac — w procesie powstawania — nie moze ona mie¢ charakte-
ru aposteriorycznego. Aprioryczno§¢ wiedzy matematycznej nie znaczy réwniez, ze
wiedza ta jest pewna. Jak wiadomo, nie istnieja absolutne dowody niesprzecznosci
teorii matematycznych. Zawsze moga zdarzaé si¢ pomyiki, ktérych wyeliminowanie
nie musi odbywaé sie szybko. Wspodlpraca z komputerem nie zabezpiecza przed
btedami; co wigcej prawdopodobienstwo pojawienia si¢ bledu jest tu znacznie wigksze
niz wtedy, gdy nie postugujemy si¢ maszyna cyfrowa. Wiedza matematyczna pozostaje
zatem niepewna. Hipotetyczno$¢ ta jest jednakze spowodowana innymi czynnikami niz
hipotetyczno§é wiedzy przyrodniczej.

W filozofii nauki zwraca si¢ uwage na przenikanie si¢ fazy odkrycia i fazy uzasad-
nienia, oraz na procesy tworzenia nowej wiedzy i gotowych juz «produktdéw», ktérymi
sg teorie. Przy okre§laniu charakteru danej dyscypliny naukowej istotna ma by¢ nie
tylko logiczna budowa zaawansowanych juz teorii, lecz réwniez sposéb dokonywania
nowych odkry¢ i budowania teorii oraz historia calej dyscypliny. W odniesieniu do
matematyki zwraca si¢ uwagg na kulturowe uwarunkowania rozwoju matematyki, na
pewne zatozenia natury filozoficznej, lezace u podloza niektorych teorii itp. Jednakze w
wypadku matematyki znacznie fatwiej jest, niz w wypadku innych typoéw nauk, oddzie-
li¢ teorig, jako gotowy produkt, od procesu jej formowania, co moze przemawiaé
dodatkowo na rzecz jej apriorycznosci.



