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Abstract

GIUSEPPE VERONESE’S ARITHMETICAL CONSTRUCTIVISM AND THE COGNIZABILITY OF INFINITY:
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Tytulowe dzielo* Giuseppe Veronesego? poprzedzone jest wprowadzeniem
(Einleitung), ktore zawiera rowniez stwierdzenia natury filozoficznej3. Sg tam
miedzy innymi istotne tezy na temat filozofii arytmetyki liczb naturalnych. Ce-
lem mojego opracowania jest przede wszystkim wydobycie z porozrzucanych
w tek$cie tez pewnej koncepcji filozofii arytmetyki i poddanie jej analizie. Chce
tez zbadaé rozwigzanie Veronesego dotyczace dostepu poznawczego podmiotu
do nieskonczono$ci. Nieskoniczonosc¢ jest reprezentowana w Grundziige der
Geometrie przez nieskonczone ciggi przedmiotéw. Ze wzgledu na polaczenie
przez Veronesego w jednym tekscie koncepcji konstrukeji liczb naturalnych
z poznawalno$cia nieskonczonosci swoje badania ogranicze do kwestii dostepu

podmiotu do nieskonczonych ciggdw liczb naturalnych.

'Pelny tytul monumentalnego dzieta Veronesego (1894) brzmi: Grundziige der Geome-
trie von mehreren Dimensionen und mehreren Arten gradliniger Einheiten in elementarer
Form entwickelt. Mit Genehmigung des Verfassers nach einer neuen Bearbeitung des Ori-
ginals tibersetzt von Adolf Schepp.

2Giuseppe Veronese urodzit sie w 1854 roku w Chioggi. Po ukonczeniu szkoly Sredniej nie
mial srodkoéw na podjecie studidow. Przez rok pracowal w Wiedniu. Znalazl wtedy mecenasa,
ktory oplacit mu studia. Podjal je w 1873 roku na Politechnice Zuryskiej, gdzie uczeszczal za-
réwno na zajecia politechniczne, jak i z zakresu matematyki. Nastepnie od 1876 roku konty-
nuowal je w Rzymie, bedac rownoczesnie asystentem profesora geometrii Luigiego Cremony.
Tam tez obronil doktorat, a w latach 1880-1881 przebywal na stypendium na Uniwersytecie
Lipskim, gdzie studiowal pod kierunkiem Felixa Kleina, najwybitniejszego obok Poincarégo
geometry tamtych czaséw, tworcy m.in. stynnego Programu Erlangenskiego. W czasie sty-
pendium wygral konkurs na stanowisko profesora geometrii algebraicznej na uniwersytecie
w Padwie. Piastowal je do konica zycia.

Warto zwroci¢ uwage na zwigzki Veronesego z kultura i nauka niemieckojezyczng. Mia-
sto rodzinne Veronesego znajdowalo sie w prowincji Wenecja, ktéra w roku jego urodzin od
39 lat (czyli od Kongresu Wiedenskiego) nalezala do monarchii Habsburskiej. Prowincje te
przylaczono dopiero w 1866 roku do jednoczacych sie¢ Wloch. Nalezy zatem przyjac, ze od
dziecinstwa przez lata mtodziencze do uzyskania stanowiska profesora w 1881 roku Veronese
byl pod bardzo mocnym wplywem kultury, nauki i filozofii niemieckojezycznej.

W zakresie geometrii Veronese zaslynal badaniami wielowymiarowych geometrii rzuto-
wych oraz zbudowaniem geometrii niearchimedesowej, tzn. takiej, ktéra nie spelia staro-
zytnego aksjomatu Eudoksosa—Archimedesa. Postugiwal sie w niej aktualnie nieskonczenie
malymi. Reakcja Peana na geometrie Veronesego byla zdecydowanie negatywna. Peano, kto-
ry dazyt do pelnej formalizacji aksjomatyzacji i ugruntowania na logice matematyki, wska-
zywal w pracach Veronesego liczne niescisto$ci i byt przekonany o wewnetrznej sprzecznoéci
jego systemu geometrycznego. Kwestia niesprzecznosci (wzglednej) tej geometrii zostala
pozytywnie rozwigzana przez Hilberta w 1899 roku (Hilbert 1899). Wprowadzenie przez
Veronesego do matematyki aktualnie nieskoniczenie malych spotkalo sie tez ze zdecydowa-
nym oporem Cantora, ktory nazywat je (matematycznymi) ,zarazkami cholery”. Nalezy tez
podkresli¢, ze Veronese bral aktywny udzial w zyciu politycznym, najpierw na poziomie lo-
kalnym w péinocnych Whoszech, a potem na poziomie krajowym, piastujac do konca zycia,
tzn. do 1917 roku, stanowisko senatora Kroélestwa Wloch.

3Filozofia matematyki Veronesego zawarta we wstepie (Einleitung) do jego ksigzki zosta-
la szczegOlowo zrekonstruowana w (Dadaczynski 2013).
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Zasadno$¢ podjecia tego tematu wynika miedzy innymi z faktu, ze kon-
struktywizm w filozofii matematyki miewa — ujmujac rzecz bardzo delikatnie
— problemy z przedmiotami nieskoficzonymi i odpowiednia ich epistemologia.
Dlatego tez warto pozna¢ rozwigzanie Veronesego i dowiedzie¢ sie, jak prze-
zwyciezal trudnoéci konstruktywistyczne. Trzeba przy tym z gory zaznaczyc, ze
samo sformulowanie rozwigzania podanego przez Veronesego jest skompliko-
wane i wymaga drobiazgowej analizy. Nalezy tez zauwazy¢, ze chodzi wylacznie
o deklarowana przez Veronesego koncepcje filozoficzng pewnego istotnego
fragmentu matematyki bez uwzglednienia filozoficznych zalozenn — by¢é moze
nawet niewyrazanych wprost przez Veronesego — rzeczywiScie uprawianej
przez niego matematyki czy tez wnioskow filozoficznych z niej ptynacych. Pod-
jecie tego watku ,rozsadziloby” to i tak spore opracowaniet. Moze ono jednak
w przyszlo$ci stanowi¢ punkt wyjscia dla poréwnania obydwu watkow filozofii
matematyki Veronesego.

1. VERONESEGO OGOLNE ZALOZENIA ONTOLOGII MATEMATYKI

Badania dotyczace filozofii matematyki Veronesego dobrze jest rozpoczac
od jego definicji abstrakeyjnych form matematycznych. Aby ta definicja byta
zrozumiala, konieczne jest jednak wezesniejsze doprecyzowanie uzytego w niej
terminu ,,cecha”. Veronese stwierdza:

[MER] Cecha (Merkmal, contragesso) pewnej rzeczy jest tym, za po-
moca czego mozemy te rzecz poréwnywac z innymi rzeczami. Przykl.
Kajus jest jako czlowiek rowny Tytusowi, ale Kajus i Tytus moga sie
r6zni¢ pod wzgledem innych wlasnosci® (Veronese 1894: 4).

Postugujac sie takim pojeciem cechy, Veronese stara sie okresli¢, czym sq abs-
trakcyjne formy matematyczne:

[AFM] Przedmioty duchowe, ktérych cechami sg caloéé, czesci, porza-
dek, rodzaj pozycji albo ktore daja sie porownywacé za pomoca tych cech,

4 Przykladem rozdzwieku miedzy deklarowana filozoficzna koncepcja matematyki a tg
wynikajaca z praktyki naukowej jest dorobek Kroneckera. Na plaszczyznie filozoficznej de-
klarowat sie on jako konstruktywista, wiele jego prac matematycznych nie uwzgledniato jed-
nak tej dyrektywy.

5,8 9 Def. I. Das Merkmal (contragesso) eines Dinges ist dasjenige, mittels dessen wir
es mit anderen Dingen vergleichen kénnen. [...] Beisp. Cajus ist dem Titius als Mensch
gleich, aber Cajus und Titius konnen in Bezug auf andere ihrer Merkmale verschieden sein”
(Veronese 1894: 4).
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nazywaja sie abstrakcyjnymi formami matematycznymi albo wielko-
$ciami, nawet jesli nie uwzglednia sie niektérych z wymienionych wyzej
cech® (Veronese 1894: 18).

Zatem wedlug Veronesego:
1. abstrakecyjne formy matematyczne sa przedmiotami duchowymi,
2. formy te nalezy utozsamiaé z wielkoSciami.

Powstaje oczywiScie pytanie o znaczenie uzytego w AFM terminu ,wiel-
ko$¢”. Po pierwsze, ze wzgledu na 1 i 2 wielko$¢ jest w pewien sposob zwia-
zana z matematyka. Po drugie, nie ma w tekscie Veronesego zadnych, nawet
matematycznych, dookreslen wielko$ci (np. archimedesowa, dyskretna itp.).
Po trzecie, wielko$¢, jak wynika z 11 2, jest pewnym przedmiotem. W tym
kontek$cie nasuwa sie podana przez Wolffa tworzacego stownictwo filozoficz-
ne i matematyczne jezyka niemieckiego i bardzo rozpowszechniona w XVIII
i XIX wieku w krajach niemieckojezycznych definicja matematyki jako nauki
o wielko$ciach (Wolff 1716: 864)7. Stad wniosek, ze dla Veronesego wielko$¢

¢ .8 38 Def. I. Die geistigen Gegenstinde, deren Merkmale das Ganze, die Theile, die
Ordnung und die Art der Position sind oder welche sich mittels dieser Merkmale vergleichen
lassen, heissen abstracte mathematische Formen oder Grossen, auch wenn von einigen der
obengenannten Merkmale abgesehen wird” (Veronese 1894: 18).

7 Aby poda¢ definicje terminu ,wielko$¢”, ktéra obowiazywala w czasach Wolffa, trzeba
odwotlac¢ sie az do aksjomatyki (nie myli¢ z postulatami geometrycznymi) Elementéw Eukli-
desa, ktora zgodnie ze wspoélczesnymi koncepcjami zawiera uwiklang definicje tego termi-
nu. Badaniom wielko$ci poswiecona jest V ksiega Elementéw Eudoksosa, w ktorej zostaly
wprowadzone wielkoSci niewymierne. W czasach Wolffa zgodnie z grecka tradycja wielkoSci
to odcinki przy ustalonej jednostce (geometria) i odpowiadajgce im dodatnie liczby rzeczy-
wiste (arytmetyka). Z czasem w wyniku dlugiego procesu zaakceptowano tez w matematyce
europejskiej wielkoSci ujemne. Dla Veronesego, w okresie, gdy cala 6wczesna matematyka
(z analizg i geometria) byla zarytmetyzowana, a wiec redukowalna do arytmetyki liczb na-
turalnych, obiektami matematyki byly nadal (z jednym wyjatkiem, o ktérym dalej bedzie
mowa) liczby rzeczywiste, czyli wielkosci. Bylo tak chociazby dlatego, ze liczby naturalne,
catkowite i wymierne stanowily ,wyréznione” poddziedziny liczb rzeczywistych, a analiza
i wszystkie geometrie byly redukowalne do arytmetyki liczb rzeczywistych. Veronese dodat
do tego przedmioty wyeliminowane przez reforme podstaw analizy z poczatku XIX wieku —
wielko$ci niearchimedesowe. W tym znaczeniu mozna twierdzi¢, ze Veronese podtrzymywat
Wolffowska teze, zgodnie z ktora przedmioty matematyki to wielkosci.

Piotr Blaszczyk (2013) stusznie zauwaza, ze pojecie wielkosci zostalo ponownie zaksjo-
matyzowane w 1885 roku przez Stolza (1885: 82-83) oraz przez Holdera (1901) i nabrato
w ten sposob zmienionego — w stosunku do Wolffowskiego — znaczenia. Istnieja jednak
przestanki wskazujace, ze Veronese postugiwat sie dawnym znaczeniem terminu ,,wielko$¢”.
Po pierwsze, mozna przypuszczaé, ze gdyby Veronese chcial uzyé terminu ,wielko$¢” w zna-
czeniu wynikajacym z aksjomatyki Stolza, to ze wzgledu na wage tradycyjnego znaczenia
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(abstrakeyjna forma matematyczna) to obiekt matematyczny oraz ze wszystkie
obiekty matematyczne sgq wielko$ciami.

Biorac pod uwage te ustalenia oraz 11 2, mozna stwierdzi¢, ze w koncepcji
Veronesego:

[D] Kazdy przedmiot matematyczny jest przedmiotem duchowym.

3. KONSTRUKTYWIZM ARYTMETYCZNY

Przytoczone fragmenty MER i AFM dotyczace przedmiotow matematycz-
nych oraz wyprowadzony z nich wniosek D pozwalaja stwierdzi¢, ze w koncep-
¢ji Veronesego:

[LN] Liczby naturalne sa przedmiotami® duchowymi.

Veronese explicite stwierdza, ze liczba dwa jest konstruktem, efektem kon-
strukeji podmiotu (wir construiren):

[LNP2] Przyklad. Przez powtbrzenie tego samego duchowego dzialania
konstruujemy np. liczbe dwa, potem jednak mozemy te liczbe
uwazaé za przedmiot dany mysleniu® (Veronese 1894: 8).

tego slowa uczynilby to explicite, odwolujac sie wprost do publikacji Stolza. Po drugie, wy-
bitni matematycy — i do tego luminarze podstaw matematyki — publikujacy po ukazaniu sie
w 1885 roku pracy Stolza, a niektorzy nawet po wydaniu w 1901 roku pracy Holdera, nadal
jeszcze odwolywali sie do znaczenia terminu ,,wielko$¢” wynikajacego z Elementéw Euklide-
sa. Przykladem jest sam Peano, ktéry w swej najwazniejszej pracy (Peano 1889: 16) uzywa
wprost terminu ,,wielko$¢” na oznaczenie liczb rzeczywistych. Poswiecony im paragraf 10 za-
tytulowany jest wprost Quantitatum systemata. Veronese rzecz jasna znat te fundamentalng
prace, z oczywistych wzgledow tkwit rowniez jednak we wloskiej, a nie tylko w niemieckiej,
tradycji matematyki. Inny przyktad to prace grupy Bourbaki (1947), w ktorych jeszcze w la-
tach 40. XX wieku uzywa sie terminu ,,wielko$¢” na oznaczenie liczby rzeczywiste;j.

8 Celowo nie opatruje tego zdania kwantyfikatorem ogdlnym, poniewaz przedmiotowosé
niektorych liczb naturalnych bede omawial w jednym z nastepnych przypisow.

9 ,Beisp. Durch die Wiederholung derselben geistigen Handlung konstruieren wir
z. B. die Zahl zwei, dann aber konnen wir diese Zahl als ein dem Gedanken gegebenes Ding
ansehen” (Veronese 1894: 8). Jest to przyklad majacy ilustrowaé zasade: ,Ein von dem Ge-
danken gesetztes Ding kann nachher als dem Gedanken gegeben betrachtet werden und
umgekehrt” (Veronese 1894: 8). W tym wypadku ,osadzeniem” przez myslenie przedmiotu
jest jego konstrukeja.
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Mozna wiec uznaé, ze:

Konstrukeja liczby 2 jest wynikiem duchowego dzialania podmiotu in-
dywidualnego. W calym analizowanym tekscie Veronese méwi o pod-
miocie indywidualnym (Ich), ewentualnie o zbiorowisku podmiotow
indywidualnych (wir), przy czym nie chodzi nigdy o wsp6lne dziatanie
podmiotéw indywidualnych, a jedynie o dzialanie indywidualnego
podmiotu, ktére inny indywidualny podmiot tez moze samodzielnie
podja¢. Nie mozna zatem traktowac¢ podmiotu Veronesego jako pod-
miotu kolektywnego. Podmiot Veronesego nie jest tez podmiotem
transcendentalnym (nie pozwala na to uzywanie terminu Ich) ani
podmiotem absolutnym (wir wskazuje na wielo$é¢ réwnorzednych
podmiotéw mogacych podejmowac takie same dzialania). Chodzi tutaj
o podmiot, ktéry przynajmniej w punkcie wyjécia rozwazan Veronese-
go istotnie przypomina podmiot kartezjanski (Veronese 1894: 1).

Zgodnie z LN i LNP2 konstrukt — tzn. liczba 2 — jest przedmiotem du-
chowym.

Nalezy przyja¢, ze duchowe dzialanie podmiotu jest w tym wypadku
dzialaniem umystowym. Nie wynika to wprawdzie wprost z tekstu
LNP2, wedtug jednak innego stwierdzenia Veronesego w analizowanej
pracy konstrukcja kolejnego waznego obiektu matematycznego — wie-
loSci (Vielheit) czy inaczej agregatu (Aggregat) — jest wynikiem dzia-
lania umystowego podmiotu: ,pomy$lenia razem” (zusammendenken)
pewnych przedmiotéw przez podmiot indywidualny (Veronese 1894:
8)w.

O dzialaniu umystowym, o ktéorym mowa w LNP2, wiadomo tez, ze
jest powtbrzeniem (Wiederholung) dzialania, ktore juz mialo miejsce
(zatem to poprzednie dzialanie tez musialo by¢ aktem umystowym).

Nalezy zatem przyjaé¢, ze uprzednie — takie samo, jak powtorzone
— dzialanie podmiotu bylo konstrukeja liczby 1.

6. Pozatym, ze jest ono aktem umyslowym podmiotu indywidualnego (5),

nic wiecej nie wiadomo na temat aktu konstruujacego liczbe 1.

1o Def. I. Ja mySle razem wiecej danych rzeczy, ktére nie sa nawzajem sprzeczne i sa

takie, ze kiedy usune dowolna z nich, to nie wyjme zadnej innej rzeczy. Wynik tej operacji
nazywa sie grupa (agregatem, wielo$cig albo systemem) danych rzeczy” (Veronese 1894: 6).
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7. Po wykonanym akcie konstrukgji liczby 2 jest ona dana (ein dem Ge-
danken gegebenes Ding) myS$leniu konstruujacego ja podmiotu*.

Trzeba teraz koniecznie zwr6ci¢é uwage na zawarte w LNP2 wyrazenie
skrotowe ,np.” (niemieckie wyrazenie ,,z.B.” od ,zum Beispiel”, czyli polskie
sha przyklad”). Znaczy to, ze opis konstrukgji liczby 2 nalezy traktowaé jako
uszczegbOlowienie pewnego ogodlnego, niewypowiedzianego explicite przez
Veronesego przepisu konstrukeji réwniez innych, poza 11 2, liczb naturalnych.
Nalezy sadzi¢, ze kolejne powtorzenie aktu umystowego, ktore prowadzito do
skonstruowania liczby 1 (por. pkt 5), juz po konstrukcji liczby 2 prowadzi
do konstrukgcji liczby 3 itd. Ten przepis ma charakter indukeyjny (rekurencyj-
ny): konstrukcja liczby n+1 domaga sie wezeéniejszego skonstruowania liczby
n. Przy czym trzeba tutaj ponownie zwr6ci¢ uwage na termin ,powtérzenie”
(Wiederholung) zawarty w analizowanym tekscie. Powt6rzenie pewnej czyn-
noSci, aktu, wymaga czasu uplywajacego chociazby od momentu zakonczenia
poprzedzajacego aktu do zakonczenia jego powtorzenia.

Uwzgledniajac te uwagi oraz analize tekstu LPN2, punkty 1-7 mozna zapi-
sa¢ w nastepujacy sposob:

1. Kolejne liczby naturalne, poczynajac od 1, sa konstruowane przez
podmiot indywidualny.

2. Konstrukcje kolejnych liczb naturalnych sa aktami umystowymi pod-
miotu.

3. Skonstruowane przez podmiot liczby naturalne sg przedmiotami du-
chowymi.

4. Kazda skonstruowana przez podmiot liczba naturalna jest dana (ein
dem Gedanken gegebenes Ding) mysleniu konstruujacego ja podmio-
tu.

Powstaje przy tej okazji — nieodlaczny dla konstruktywizmu — problem
wykonania przez podmiot nieskonczenie wielu konstrukeji (tutaj: wszystkich
po kolei liczb naturalnych). Powtérzenie (Wiederholung) pewnej czynnoSci, tu
aktu konstruujacego liczbe 1, wymaga — jak to juz zaznaczytem — czasu upltywa-
jacego chociazby od momentu zakonczenia poprzedzajacego aktu do zakoncze-

u Uproszczono tutaj stwierdzenie Veronesego, ktory pisal, ze liczba 2 moze byé uwazana
za dang mysleniu. Faktycznie Veronese czyni dokladnie to samo, wystarczy poréwnaé pod
tym katem analizowane dalej teksty NC2 i NC3.
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nia jego powtorzenia. Podmiot indywidualny — Ich — czyli chociazby Veronese,
ktéry z owym podmiotem sie utozsamia, wlasnie ze wzgledu na swoje ograni-
czenie czasowe nie jest w stanie skonstruowaé wszystkich liczb naturalnych.

Trzeba nadmienic, ze wedlug Veronesego w podmiocie pojawia sie Swiado-
mo$¢ czasu, a dostep poznawczy podmiotu do czasu ma charakter apriorycz-
ny. Nigdzie nie twierdzi przy tym, ze sam czas jest jakim$ a priori podmiotu
w sensie apriorycznej formy naocznosci czy tez subiektywnej (pra-)intuicji
podmiotu. Czas jest jednak warunkiem koniecznym konstrukeji kolejnych
liczb naturalnych.

4. DOSTEP POZNAWCZY DO LICZB NATURALNYCH

7 wcezeéniejszych analiz LN wiadomo, ze liczby naturalne sa przedmiota-
mi duchowymi. UstaliliSmy réowniez, ze sa one konstruktami mys$li podmiotu.
Z LNP2 wynika tez, ze po konstrukcji sa one dane [ein gegebenes Ding] kon-
struujacemu podmiotowi. Stwierdzenie ,potem jednak” [dann aber], tzn. po
akcie konstruujacym, w niczym nieograniczajace, zwlaszcza czasowo, sposobu
tego ,dania” podmiotowi jego konstruktu, wskazuje, ze po akcie konstrukcji
liczby naturalne sa dane podmiotowi konstruktorowi raz na zawsze, a doklad-
niej: do konca istnienia podmiotu. Nie musi on zatem powtarzac ich konstruk-
¢cji, gdy chce sie z nimi w taki czy inny spos6b ponownie zapoznac. To wyklucza
tzw. mentalizm skrajny, ktéry domaga sie w takich wypadkach kazdorazowej
ponownej konstrukeji obiektu przez podmiot.

Termin ,dany” [gegeben] oznacza, ze sfera umystowa podmiotu, ktory
dokonal konstrukgeji liczby naturalnej, ma staly dostep poznawczy do swego
konstruktu. Trzeba tez podkresli¢, ze Veronese ani nie wskazuje, ani nawet nie
sugeruje innej mozliwoéci uzyskania przez podmiot dostepu do liczby natural-
nej, jak tylko juz opisana jej konstrukcje. Dlatego w dalszych badaniach bede
przyjmowac, ze w koncepcji Veronesego:

[DP1] Podmiot P ma w momencie t dostep poznawczy do tych i tylko
tych liczb naturalnych, ktére P do t skonstruowal.

Znaczy to tez, ze:

[DP2] Dla P poznawalne sa te i tylko te liczby naturalne, ktore sa przez
niego konstruowalne. Natomiast konstruowalno$¢ — a wiec i po-
znawalno$¢ — liczb naturalnych przez P jest ograniczona czasem
jego istnienia.
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5. POZNAWALNOSC NIESKONCZONOSCI

Veronese w rozproszonych wypowiedziach skltadajacych sie na jego kon-
cepcje konstruktywizmu arytmetycznego podejmuje trudng zazwyczaj dla
konstruktywistoéw kwestie nieskonczonosci, a w zasadzie poznawalnoSci nie-
skonczonosci. Nieskonczono$¢ jest reprezentowana u niego przez dowolny
nieskonczony cigg przedmiotoéw. Veronese stara sie uzasadnic, ze mozliwy jest
dostep poznawczy podmiotu indywidualnego do tego nieskoniczonego ciagu.

Wida¢ to w tekécie NC bedacym cze$cia wprowadzenia (Einleitung). Na
potrzeby analizy podzielmy go na cztery fragmenty:

[NC1] Ponadto mozemy abstrahowa¢ od zwigzkoéw myslenia z poznawal-
nymi przedmiotami.

[NC2] W ten sposob stanie sie mozliwe rozwazanie (badanie) nieogra-
niczonego [unbegrenzten] ciagu przedmiotéw i na mocy zasady
§18'* [rozwazanie] danego [gegebenen] nieograniczonego ciagu,
chociaz jest on nierealizowalny dla mozliwosci indywiduum.

[NC3] Wyobrazmy sobie, ze zostala zakonczona operacja, przez ktéra
zostalo osadzonych jeden po drugim wiele przedmiotéw az do
przedmiotu B i pierwszy przedmiot zostal osadzony w momen-
cie A. Mozna wtedy tez powiedzie¢, ze wigze sie tak otrzymany
ciag przedmiotow, ktory postrzega sie jako dany mysleniu (§18)3,
zmomentem A, to znaczy pomija sie czas, ktory uptynal od A do B.

[NC4] To wyjasnia czesto uzywane wyrazenia: ,kontynuowac bez ogra-
niczenia”, ,w nieskonczono$¢” lub ,bez konca” (Veronese 1894:
14)“.

12 Por. zasada podana w przypisie 9.
13 Por. zasada podana w przypisie 9.

4 _Wir konnen iiberdies von den Beziehungen des Gedankens zu den wahrnehmbaren
Dingen abstrahieren. Auf diese Art wird die Betrachtung einer unbegrenzten Reihe von Din-
gen ermoglicht und mittels des Princips §18. diejenige einer gegebenen unbegrenzten Reihe,
auch wenn sie fiir die Verhéltnisse eines Individuums nicht realisierbar ist. Denkt man sich,
die Operation, durch welche mehrere Gegensténde einer nach dem andern bis zu einem Ge-
genstand B gesetzt werden, sei vollendet und der erste Gegenstand in dem Moment A gesetzt,
so kann man auch sagen, man beziehe die so erhaltene Reihe von Dingen, die man als dem
Gedanken gegeben ansieht (§18.), auf dem Moment A, d. h. von der von A bis B verflossenen
Zeit absehen. So erkldren sich die oft gebrauchten Ausdriicke: unbegrenzt, ins Unendliche
oder ohne Ende fortfahren” (Veronese 1894: 14).
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Tekst Veronesego nie jest latwy do zrozumienia. W przewazajacej cze$ci jest
napisany w formie bezosobowej (dwukrotne wystapienie zaimka man) oraz
przy uzyciu strony biernej. Z kontekstu calej pracy Veronesego wynika jednak,
ze caly czas chodzi w nim o poznajacy, dzialajacy (np. konstruujacy liczby na-
turalne) podmiot indywidualny. Aby dochowa¢ wiernosci tekstowi, co wyraza
sie i w tym, ze w nawiasach podaje czesto odpowiednie niemieckie wyrazenia,
analize przeprowadzam tez czeSciowo w formie oryginalnej (forma bezosobo-
wa, strona bierna), cze$ciowo natomiast moéwie o podmiocie poznajacym, dzia-
lajacym. W kazdy razie caly czas chodzi w przedstawianej tu analizie o podmiot
indywidualny, a Gedanken, o ktérych mowa, sa my$lami tego podmiotu i sa
w analizie z nim faktycznie utozsamiane.

Zadanie wyjas$nienia tekstu zostanie zrealizowane w kilku etapach (A-C),
a na koncu w czeSci D zostang przedstawione wnioski. Od razu nalezy zazna-
czyé, ze w pierwszych dwoch etapach (A, B) zgodnie z litera tekstu, analizuje
wstepnie kwestie mozliwosci dostepu poznawczego (podmiotu indywidualne-
go) do ciggdéw przedmiotow. W kolejnym etapie (C) badam problem dostepu
poznawczego podmiotu do ciagéw liczb naturalnych. To bowiem jest istotne
z punktu widzenia tematyki pracy dotyczacej zwiazku konstruktywizmu aryt-
metycznego Veronesego z kwestig poznawalno$ci nieskonczonosci, a takze
pozwala rozwigza¢ wskazany w czesci A problem poznania nieskonczonych
roznowartoSciowych ciggoéw liczb naturalnych.

A

1. Veronese stwierdza w NC1, ze abstrahowanie od zwigzkow (Beziehun-
gen) myS$lenia z poznawalnymi's przedmiotami (wahrnehmbare Dinge,
por. NC2) umozliwia badanie (rozwazanie, Betrachtung) dowolnego
(einer — rodzajnik nieokreslony) nieograniczonego ciagu przedmiotow
(einer unbegrenzten Reihe von Dingen), a nawet dowolnego danego
(gegebene) nieograniczonego ciagu przedmiotow.

2. Nalezy wyjaéni¢, ze wyrazenie ,nieograniczony cigg” wystepuje w NC
w kontekScie wyrazen z NC4: ,kontynuowaé bez ograniczenia”, ,,(kon-
tynuowac) w nieskonczono$¢” oraz ,,(kontynuowac) bez konca”.

5 Fundamentalny niemiecko-niemiecki stownik Duden (https://www.duden.de/, do-
step: 28.06.2019) stwierdza, ze wyrazenia erkennbar i wahrnehmbar sg synonimiczne, dla-
tego przeklada sie tutaj wahrnehmbar na ,poznawalny”.
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Zatem w tekScie NC chodzi w istocie o dowolny nieskonczony ciag
przedmiotéw. Dalej dowolny nieskonczony ciag przedmiotéw bedzie
oznaczany NCP.

Celem NC jest uzasadnienie dostepu poznawczego podmiotu indywi-
dualnego do NCP.

Tekst NC3 wyjasnia, jak taki dostep podmiotu indywidualnego do NCP
ma by¢ umozliwiony (ermdglicht).

W NC3 jest opisana operacja (Operation) wykonywana przez podmiot
indywidualny.

Podmiot ma w momencie rozpoczecia operacji — jak nalezy przyjac¢ —
do dyspozycji wiele przedmiotow (mehrere Dinge). Wynika to stad,
ze podmiot bedzie ,0sadzal” owe przedmioty (mehrere Dinge) jako
wyrazy ciagu. Nalezy przyjac, ze podmiot dysponuje wszystkimi przed-
miotami, ktére zostang osadzone.

Najpierw zostaje osadzony ((wird) gesetzt) przez podmiot w momen-
cie A przedmiot a jako pierwszy wyraz ciagu itd., az w koficu osadza sie
w momencie B przedmiot b jako ostatni wyraz ciagu.

W tym miejscu konieczna jest bardzo wazna uwaga: ciag, o ktérym
expressis verbis mowa w NC3, jest ciggiem skonczonym, ma bowiem
wyraz ostatni. A zatem ciag ten nie jest NCP*°.

Operacja (Operation), o ktérej mowa w tekscie, prowadzi do ,,otrzyma-
nia” ciagu (so erhaltene Reihe).

Otrzymany ciag uwaza sie za dany my$leniu (die man als dem Gedan-
ken gegeben ansieht).

16 Przyjmuje sie tutaj, ze Veronese nie rozpatruje ciagéw pozaskonczonych. Te moga mieé¢

wyraz ostatni. Rodzg sie tez pytania dotyczace poznawalno$ci skoniczonych ciagéw liczbo-
wych zbyt dtugich, aby podmiot még} osadzié ich wszystkie wyrazy, i dotyczace skonczonego
zasobu liczb skonstruowanych przez podmiot, ktére mogtyby byé wyrazami tych ciagéw. Sa
one tutaj pomijane, a odpowiednie odpowiedzi przyniesie analiza poznawalnos$ci nieskon-
czonych ciagbéw liczbowych.
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12. Dalej ,wigze sie” (man beziehe) tak otrzymany cigg z pierwotnym mo-
mentem A, to znaczy, pomija sie czas, ktory uplynal miedzy momentem
A imomentem B (d. h. von der von A bis B verflossenen Zeit absehen).

13. Wniosek jest nastepujacy: aby mie¢ dostep poznawczy do takiego
ciagu, nie trzeba osadza¢ po kolei wszystkich jego wyrazow. Potrze-
ba i wystarcza: a) mie¢ do dyspozycji w chwili A” ,wiele przedmiotow”
(mehrere Dinge), nalezy przyjac, ze chodzi o wszystkie wyrazy ciagu;
b) ,0sadzi¢” w chwili A’ pierwszy jego wyraz i ¢) w tym samym mo-
mencie mie¢ — jak nalezy przyja¢ — do dyspozycji ,regule” kolejnych
osadzen wszystkich pozostalych wyrazow ciagu.

14. Poniewaz celem tekstu NC jest uzasadnienie dostepu poznawczego
podmiotu indywidualnego do NCP, to nalezy przyjaé, ze na NC3 ma
by¢ oparta pewna domys$lna, niewyrazona explicite, analogia, ktéra
wskaze na ten dostep do NCP.

15. Oto6z przez analogie do sposobu postepowania z ciagiem skonczonym
w NP3: a) podmiot ma do dyspozycji w momencie A” wiele przedmio-
tow (mehrere Dinge), to znaczy wszystkie wyrazy NCP; b) ,wiaze sie”
(man beziehe) NCP z momentem A”, w ktorym ,osadza sie” pierwszy
wyraz tego ciagu; ¢) podmiot ma do dyspozycji wA” ,regute” osadzania
pozostalych wyrazow ciagu.

16. Trzeba od razu zaznaczy¢, ze spelnienie warunku a) moze by¢ niere-
alizowalne dla podmiotu indywidualnego. Przyjmujac bowiem, ze
i) obowigzuje DP1, a zatem roéwniez ii) DP2, a takze iii) warunkiem ko-
niecznym posiadania do dyspozycji przedmiotu przez podmiot jest do-
step poznawczy do tego przedmiotu, a zatem roéwniez iv) [DYSPKON]
warunkiem koniecznym posiadania do dyspozycji przedmiotu jest po-
znawalno$¢ przedmiotu przez podmiot, nalezy stwierdzi¢, ze podmiot
nie ma i nie moze mie¢ do dyspozycji wszystkich wyrazéw nieskonczo-
nego roéznowartoSciowego ciggu liczb naturalnych. Ze wzgledu bowiem
na ograniczono$¢ czasowa P wiekszo$c tych liczb nie jest dla niego licz-
bami konstruowalnymi, a wiec na podstawie DP2 nie jest tez dla niego
liczbami poznawalnymi. Ten istotny problem [PROB] jest w tym

7 W tym miejscu warto zastanowic sie, czy liczby niekonstruowalne, a wiec na podsta-
wie DP2 réwniez liczby niepoznawalne, sa w koncepcji Veronesego w ogole przedmiotami
(mowa jest o niekonstruowalnoéci i niepoznawalno$ci zrelatywizowanych do podmiotu).
Veronese pisze bowiem o warunkach poznania nieskoniczonych ciaggéw przedmiotow. Poja-
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miejscu jedynie sygnalizowany, proba jego dokladnego przedstawienia
i rozwigzania zostanie przedstawiona dalej. Na obecnym etapie badan
problem zostaje pominiety.

17. Wracajac do analogii z pkt. 15, trzeba stwierdzi¢, ze dotad polegala
ona na tym, ze zwiazano NCP, tak jak cigg skonczony, z momentem
osadzenia pierwszego wyrazu bez konieczno$ci osadzania pozostalych
wyrazéw, co w przypadku podmiotu indywidualnego dysponujacego
skonczonym czasem byloby niewykonalne.

18. Stosujac dalej analogie, trzeba stwierdzi¢, ze w momencie A” uwaza
sie NCP ,za dany my$leniu” (die man als dem Gedanken gegeben
ansieht). Jest to explicite potwierdzone w zdaniu NC2, gdzie mowa
jest o umozliwieniu badania NCP, a nawet i ,danego” (mysleniu) NCP.
Analizowany tekst NC3 jest natomiast wyjasnieniem stwierdzenia za-
wartego w NC2.

1

19. Nie mozna twierdzi¢ o NCP, ze zostal on w ten sposdb ,otrzymany’
(erhaltene Reihe) przez podmiot indywidualny. Otrzymanie ciagu
skonczonego nastepowalo na drodze operacji osadzania kolejnych wy-
razow, ktorej podmiot w przypadku NCP nie jest w stanie ze wzgledéw
czasowych wykona¢. Jest to zdecydowanie potwierdzone w tekscie
stwierdzeniem, ze NCP jest dla podmiotu indywidualnego nierealizo-
walny.

wia sie wiec pytanie, czy mozna zaliczy¢ nieskonczone roznowarto$ciowe ciagi liczb natural-
nych do ciggdéw przedmiotéw, ktére rozwaza Veronese.

Po pierwsze Veronese nie charakteryzuje w zaden sposob znaczenia terminu ,przed-
miot”. Natomiast w LNP2 pisze, ze po konstrukeji liczba (w tym wypadku liczba 2) jest
przedmiotem danym mysleniu. Mozna sie zatem domyslaé, ze akceptuje on w swej filozoficz-
nej koncepcji rowniez przedmioty, ktére mysleniu dane nie sa, czyli takze te, ktére mysleniu,
tzn. podmiotowi indywidualnemu, nigdy dane nie bedg czy wrecz nie moga mu byé dane.
Zatem mozna przyjac, ze liczby niepoznawalne, a wiec na mocy DP2 liczby niekonstruowalne,
sa dla Veronesego przedmiotami.

Po drugie, uwaga ta znajduje potwierdzenie w NC1. Veronese wprowadza tam pojecie
przedmiotéw poznawalnych. To z kolei wskazuje, ze dopuszcza w swej koncepcji rowniez
przedmioty niepoznawalne. Zatem mozna przyjaé, ze niepoznawalne, a wiec i niekonstru-
owalne na mocy DP2 liczby naturalne sa dla Veronesego przedmiotami. Po trzecie Veronese
nigdzie explicite nie odmawia przedmiotowo$ci liczbom naturalnym przez podmiot nieskon-
struowanym czy tez przez niego niekonstruowalnym.

Na tej podstawie traktuje sie tutaj nieskoniczone réznowartosciowe ciagi liczb natural-
nych jako nieskorniczone ciagi przedmiotow.



46 JERZY DADACZYNSKI

B

Kwestia dostepu poznawczego podmiotu do NCP nie zostala jeszcze w ten
sposob catkowicie wyjasniona. Pozostaje problem PROB, ktory zostal zasygna-
lizowany w pkt. 16. Przy probie jego rozwigzania warto powrocic¢ do stwierdze-
nia Veronesego z pkt. 11 doprecyzowanego w pkt. 21 3 z czeéci A:

1. [NC1i] abstrahowanie od zwiazkéw (Beziehungen) myS$lenia z pozna-
walnymi przedmiotami (wahrnehmbare Dinge) [NC2] umozliwia ba-
danie (rozwazanie, Betrachtung) dowolnego NCP (einer unbegrenzten
Reihe von Dingen), a zatem i badanie (rozwazanie) danego (gegebene)
mys$leniu NCP.

2. Trzeba stwierdzié, ze dotychczas wyjasniajac dostep poznawczy pod-
miotu indywidualnego do NCP, odwolano sie jedynie do abstrahowa-
nia (absehen) od czasu, ktory bylby potrzebny do ,,otrzymania” (erhal-
ten) ciagu skonczonego oraz — przez analogie — do uzyskania (jedynie)
dostepu poznawczego podmiotu do NCP.

3. To pozwala sadzi¢, ze wlaénie na drodze odwolania sie do pkt. 1 mozli-
we bedzie rozwigzanie PROB.

C

Niech dalsze rozwazania dotycza wylacznie nieskonczonych réznowarto-
$ciowych ciaggéw liczb naturalnych [NRCLN], skoro po pierwsze te wlasnie
ciggi pozwolily zwrdci¢ uwage na PROB, a po drugie podejmuje sie tu kwestie
dostepu podmiotu do nieskonczono$ci w kontekscie filozoficznej koncepcji
arytmetyki liczb naturalnych Veronesego. Trzeba przypomnie¢, ze PROB
wynika stad, ze nie wszystkie wyrazy NRCLN sg przez podmiot indywidualny
poznawalne. Zatem na podstawie DYSPKON nigdy nie moze on ich wszystkich
,mie¢ do dyspozycji”. Stad zas§ wynika, ze nie jest spelniony konieczny warunek
dostepu poznawczego podmiotu do NRCLN.
Dalej przyjmuje sie, ze analiza jest prowadzona dla ustalonego podmiotu
indywidualnego P. Niech

@) xXWP

oznacza relacje poznawalno$ci miedzy przedmiotem x oraz P. Ustala sie, ze
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(i1) W
jest konwersem relacji W, a zatem zachodzi:
(iii) PWx = xWP.

W+ jest relacja zachodzaca miedzy podmiotem P a przedmiotem x. Z (iii) wyni-
ka, ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym jej zachodzenia jest poznawal-
nos$¢ x przez P. Stanowi to podstawe do utozsamienia relacji W+ ze zwigzkami
BZ (Beziehunngen) miedzy P a przedmiotami poznawalnymi, o ktérych mowa
jest w NC1. BZ traktuje sie tutaj jako sume (mnogo$ciowa) relacji miedzy
P a przedmiotami poznawalnymi. Jako taka BZ sama jest relacja. Zatem:

(iv) PW-x = PBZx.
Ze wzgledu na (iii) i (iv) zachodzi:
) PBZx=xWP.

Trzeba w tym miejscu przypomnie¢ warunek konieczny posiadania do dyspo-
zycji przez P przedmiotu x

(vi) [DYSPKON] P ma do dyspozycji x — xWP

Na podstawie (v) ten warunek konieczny mozna réwnowaznie podaé w naste-
pujacej postaci:

(vii) P ma do dyspozycji x — PBZx

Skoro Veronese twierdzi w NC1, ze warunkiem wyjaénienia dostepu poznawcze-
go P do NCP, a wieci do NRCLN, jest abstrahowanie od relacji BZ (nieuwzgled-
nienie jej), znaczy to, ze warunkiem koniecznym wyja$nienia tego dostepu jest
nieuwzglednienie relacji BZ rowniez w prawie (vii), a wiec i nieuwzglednienie
samego prawa (vii). To za$ ze wzgledu na réwnowaznos¢ (vii) i (vi) prowadzi
do stwierdzenia, ze wedlug Veronesego warunkiem koniecznym wyja$nienia
dostepu poznawczego P do NRCLN jest nieuwzglednienie prawa DYSPKON.
Innymi stowy, aby uzasadni¢ dostep poznawczy podmiotu P do NRCLN nalezy
nie uwzglednia¢ poznawalno$ci przez P liczb naturalnych, z ktérych ,skltada
sie” NRCLN. Nieuwzglednienie DYSPKON pozwala, by P mial do dyspozycji
wszystkie liczby, z ktorych ,sklada sie” NRCLN, mimo ze wiekszo$¢ z nich jest
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przez niego niekonstruowalna, a wiec i niepoznawalna. W ten sposob spel-
niony jest warunek a) z pkt. 15 czedci A, a zatem podmiot wedlug Veronesego
otrzymuje dostep poznawczy do NRCLN.

D

Podsumowujac analize tekstu Veronesego, nalezy podkresli¢, ze aby P uzy-
skal dostep poznawczy do NRCLN, potrzeba zasadniczo, aby:

1. P mial do dyspozycji w chwili t wszystkie liczby naturalne, ktére beda
wyrazami tego ciagu;

2. P krok po kroku wykonat operacje osadzania wszystkich wyrazow tego
ciagu, poczynajgc od pierwszego wyrazu w momencie t.

Pierwszy warunek jest niespelnialny ze wzgledu na zasade DYSPKON. Dlatego
Veronese ja zawiesza (abstrakcja w NC1).

Drugi warunek rowniez jest niespelnialny ze wzgledu na ograniczenie
czasowe P. Dlatego Veronese stwierdza, ze czasu osadzania wyrazéw i w kon-
sekwencji samego osadzania wyrazéw ciggu nalezy nie uwzglednia¢ (absehen
w NC3) jako warunku uzyskania dostepu do ciggdéw nieskonczonych. W miej-
sce tego warunku wprowadza wymog osadzenia pierwszego wyrazu ciagu
w chwili t oraz implicite wymog posiadania przez P w t przepisu na osadzenie
wszystkich nastepnych wyrazéow ciagu.

Nalezy tez zauwazyé, ze spelnienie warunkéw 1 i 2 oznaczaloby w istocie
skonstruowanie przez P NRCLN. Posiadanie do dyspozycji w chwili ¢ przez
P wszystkich wyrazéw, z ktorych sklada sie NRCLN, oznaczaloby — w Scistym
kontek$cie konstruktywizmu arytmetycznego Veronesego — wykonanie przez
P do chwili t konstrukeji wszystkich potrzebnych liczb naturalnych. Natomiast
operacja osadzania bylaby konstrukcja ciagu ze skonstruowanych juz liczb na-
turalnych.

Niespelienie obydwu warunkow 1 i 2 powoduje, ze w koncepcji Verone-
sego — wyrazonej w NC — przedmiotem badan matematycznych podmiotu
P staje sie przedmiot przez P nieskonstruowany i dla niego niekonstruowalny.
Veronese nie ukrywa tego faktu, podkreslajac, ze m.in. NRCLN jest dla P nie-
realizowalny.

Konkludujac zatem, nalezy stwierdzi¢, ze rowniez w analizowanym tekscie
Veronesego ujawnia sie typowy dla konstruktywizmu problem nieskonczono-
$ci. Przy zalozeniach przyjetych przez Veronesego jest ona niekonstruowalna.
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Niemniej Veronese nie chce pozosta¢ na gruncie finityzmu, przekracza go, lecz
ceng jest zawieszenie jego konstruktywistycznych zalozen.

Innym problemem, juz typowo epistemologicznym, jest fakt, ze NRCLN
jest poznawalny, cho¢ (nieskonczenie) wiele wyrazow, z ktorych sie on sklada,
jest dla podmiotu indywidualnego niepoznawalne.

Wydaje sie, ze w przedstawiony sposdb Veronese z koniecznosci zaakcepto-
wal to, co mozna by nazwac ,praktyka matematyka” niezaangazowanego w zZa-
den sposob w kwestie filozofii matematyki. Taki matematyk, majac w chwili
t ogolny wyraz ciggu nieskonczonego a, = 2n, przyjmuje — i to wylacznie impli-
cite, poniewaz nie zastanawia sie nad tym — ze ma do dyspozycji w t wszystkie
liczby parzyste, czyli wszystkie wyrazy ciagu. Nie zaprzata sobie glowy osadza-
niem kolejnych wyrazow ciagu, czyli jego konstrukcja. Po prostu zaczyna badac
jego wilasnosci, odwolujac sie do jego wyrazu ogdlnego, poznawaé go w ten
sposo6b. Kwestia filozoficznych warunkéw poznawalnosci tego ciaggu w ogole go
nie zajmuje, lezy poza sfera jego zainteresowan, a by¢ moze nawet poza sfera
jego Swiadomodci.

ZAKONCZENIE

W opracowaniu z rozproszonych uwag Veronesego zostala zrekonstruowa-
na koncepcja konstruktywizmu arytmetycznego. Zwroécono uwage, ze chociaz
czas jest warunkiem koniecznym konstrukeji przez podmiot indywidualny
kolejnych liczb naturalnych i podmiot poznaje czas na drodze apriorycznej, to
jednak nie jest on aprioryczng forma naocznosci czy tez praintuicja podmio-
tu. To zasadnicza r6znica miedzy koncepcja Veronesego a koncepcjami Kanta
i Brouwera. Konstruktywizm arytmetyczny byl podstawa, do ktérej odwolano
sie, analizujgc uzasadnienie Veronesego dotyczace mozliwoéci poznania przez
podmiot nieskonczonoSci reprezentowanej w jego tekscie przez ciagi nieskon-
czone. Faktycznie jedynym warunkiem poznawalnoSci ciggu nieskonczonego
jest dysponowanie regula, wedlug ktorej kolejne jego wyrazy nastepuja po so-
bie. Cena poznawalnosci nieskonczonej ,calosci” (ciagu) moze byé¢ niepozna-
walno$¢ niektorych ,czedci” (wyrazéw ciggu). Poznawalne wedlug Veronesego
ciggi nieskonczone zostaja dopuszczone jako przedmioty badan matematycz-
nych, cho¢ nie spelniaja warunku konstruowalno$ci.
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