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Logika dla filozofow nauki

Alfred Tarski, Wprowadzenie do logiki, Wydawnictwo Philomath, Warszawa
1995

Do rak polskiego czytelnika trafia ksigzka Alfreda Tarskiego Wprowadzenie do
logiki. Jest ona pomySlana jako podrgcznik uniwersytecki z logiki i stad ma forme
sytematycznych wyktadow zakoficzonych ¢wiczeniami. Jest to jednocznesnie ksiazka,
ktora Smialo mozna poleci¢ filozofom, a w szczegélnosci filozofom nauki, poniewaz
autor wielokrotnie podkresla zwigzek wprowadzanych pojeé logicznych z intuicjami
filozoficznymi i stosowalno$¢ tych pojeé przy tworzeniu dedukcyjnych podstaw innych
nauk.

Tarski zaliczany jest do najwybitniejszych logikéw wspélczesnych. Jego prace do-
tyczace pojecia prawdy i metodologii syteméw dedukcyjnych miaty ogromny wptyw
nie tylko na rozwdj logiki, ale i na rozwéj filozofii. Mowiac o zwiazkach Tarskiego z
filozofia pamigtac tez nalezy, ze swoja stawng rozprawe o pojeciu prawdy wyglosit on
pierwotnie w postaci dwéch wykladéw na posiedzeniu Sekcji Logiki Warszawskiego
Towarzystwa Filozoficznego w 1930 roku, a prace o pojeciach ®-niesprzecznosci,
w-zupeinoici i nieskoiczonej indukcji zaprezentowal na Drugim Polskim Zjezdzie
Filozoficznym w Warszawie w 1927 roku. Angielski przektad swoich artykutow filozo-
ficznych Tarski zadedykowat Tadeuszowi Kotarbifiskiemu i wielokrotnie podkreslat
wplyw, jaki miat na niego Stanistaw LeSniewski.

Zasadniczy tekst ksiazki poprzedzony jest fragmentami przedméw z wydania pols-
kiego z 1936 roku i z pierwszego wydania amerykafnskiego z 1940 roku.' Tarski

'w poréwnaniu z wersja polska — w przedmowie do wydania amerykafskiego brakuje m.in. opinii
Tarskiego o tym, ze Polska byla (w 1936 roku) krajem przodujacym w rozwoju logiki matematycznej i
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przedstawia w nich motywy, ktére kierowaly nim przy pisaniu ksiazki. Poczatkowo
byla to ch¢é przyblizenia czytelnikowi jak to pisze sam autor, ,,wyksztalconemu
laikowi” (s. XIII) — podstawowych pojg¢ z logiki matematycznej i zasad budowania
teorii matematycznych czy ogdlniej systeméw dedukcyjnych. Powstata w ten sposob
(wydanie polskie z 1936 roku i wydanie niemieckie z 1937 roku) ksigzka popularno-na-
ukowa. Pod wptywem pewnych uwag krytycznych Tarski uzupetnit ja i rozbudowat
(wydania amerykanskie — od roku 1941 do 1965), tak ze przybrala ona forme
podrecznika z logiki. W tej postaci ksiazka zostata przettumaczona na 11 jezykoéw,
miata wiele wznowien i przez dlugi czas byla standardowym podrgcznikiem uniwersy-
teckim z logiki.

Po przedmowach zamieszczony jest wstep redaktora wydania amerykariskiego —
Jana Tarskiego (syna Alfreda). Wskazuje on na wprowadzone zmiany i uzupelnienia w
stosunku do ostatniego wydania amerykanskiego ksiazki z 1965 roku. Do najwazniej-
szych naleza:

— uwspdlczednienie terminologii logicznej, co sprawia, ze dzisiejszy czytelnik nie
ma zadnych probleméw ze zrozumieniem stosowanej notacji;

— przesunigcie czg¢$ci materiatu do drugiego tomu ksiazki (przygotowanego przez
Jana Tarskiego i Dana Scotta), w ktérym maja by¢ zamieszczone rowniez pdzniejsze
artykuty Tarskiego;

— usunigcie czedci oryginalnych éwiczefi zaproponowanych przez Tarskiego i za-
stapienie ich éwiczeniami bardziej elementarnymi;

— dotaczenie odsylaczy redakcyjnych, w ktérych zawarte sa wyjasSnienia i
uzupetnienia historyczne;

— dokonanie drobnych zmian redakcyjnych (podkreSlenia itp.) i stylistycznych,
czeSciowo wynikajacych z nienajlepszego tlumaczenia wersji polskiej podrecznika z
1938 roku na jezyk angielski.

Z przedstawionego dalej krétkiego szkicu biograficznego dowiadujemy si¢ o naj-
wazniejszch faktach z zycia Tarskiego. (Petna bibliografia prac Tarskiego zawarta jest
w Pismach logiczno-filozoficznych, t.1, wydanych niedawno przez Jana Zygmunta
(PWN, Warszawa 1995, s. 333-372).)

Sama ksiazka Tarskiego sktada si¢ z dwéch czgscei.

Czgs¢ pierwsza (rozdziaty I-VI) nosi tytut , Elementy logiki. Metoda dedukcyjna”.
Jak stwierdza autor, moze ona stanowi¢ podrgcznik podstawowego kursu logiki dla
studentéw filozofii. W poszczegélnych jej rozdziatach Tarski w sposéb jasny i — w
miare mozliwo$ci — dbajac o zachowanie intuicji z jezyka naturalnego, wprowadza i
omawia podstawowe pojecia z logiki i metodologii syteméw dedukcyjnych. Kazdy
rozdziat zakoficzony jest wiczeniami.

metodologii matematyki, i ze zawdzigcza to Szkole Lwowsko-Warszawskiej, na czele z JanemLukasiewiczem,
Stanistawem Le$niewskim i Kazimierzem Ajdukiewiczem, a ponadto Leonowi Chwistkowi i Janowi
Sleszyfiskiemu.
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Czgs¢ druga ksiazki (rozdziaty VII-X) pod tytulem ,,Zastosowanie logiki i metodo-
logii w konstruowaniu teorii matematycznych” koncentruje si¢ na pokazaniu, jakie
zastosowanie maja pojecia wprowadzone w czeSci pierwszej przy budowaniu konkret-
nych teorii matematycznych.

W rozdziale I wprowadzone zostaje poj¢cie zmiennej i stalej logicznej — i zwiaza-
na z tymi pojeciami problematyka funkcji zdaniowych, a takze zmiennych wolnych i
zwigzanych w danym wyrazeniu. Autor omawia znaczenie zmiennych w systemach
formalnych — np. w matematyce.

Rozdzial II poSwiccony jest rachunkowi zdan. Autor dokladnie charakteryzuje po-
szczeg6lne spéjniki logiczne i ich zwiazek z jezykiem naturalnym. Na podstawie licz-
nych przykladéw wskazuje na réznice miedzy uzyciem spdjnikow w logice, w
matematyce i w mowie potocznej. Szczegélna uwage poS§wigca budzacemu zawsze
kontrowersje spéjnikowi implikacji. Przy okazji przedstawia podstawowe zasady
formulowania definicji i zwraca uwage na rézne bledy popelniane przy definiowaniu.
Na koricu rozdzialu omdwione zostaje zastosowanie rachunku zdafi w dowodach mate-
matycznych i opisane sa podstawowe reguty dowodzenia.

W rozdziale III Tarski zajmuje si¢ pojgciem identyczno$ci. Formutuje proste prawa
dotyczace predykatu identycznosci (w szczegdlnosci zasade Leibniza). Wprowadza
bardzo wazne rozréznienie migdzy identyczno$cia przedmiotéw a identycznoscia ich
nazw. Omawia warunki poprawnego uzywania cudzystowdw i wskazuje rézne supozy-
cje, w ktérych moga wystgpowaé wyrazenia. Na zakoficzenie tego rozdziatu charakte-
ryzuje poj¢cie identycznodci (réwnosci) uzywane w matematyce (w arytmetyce i
geometrii) i wprowadza definicje tzw. kwantyfikatoréw ilo§ciowych, o postaci ,,istnieje
co najmniej (co najwyzej lub dokladnie) n przedmiotéw™.

Rozdziat IV poSwigca autor na oméwienie teorii klas. Wprowadzone zostaje odroz-
nienie migdzy klasa (zbiorem) a indywiduum (elementem klasy czy zbioru). Autor
stwierdza, ze pojecie klasy i pojecie funkciji zawierajacej jedna zmienna sa wzajemnie
definiowalne (klas¢ mozna scharakteryzowaé jako zbiér tych elementdéw, ktére
spelniaja dang funkcje, a kazda funkcj¢ mozna przedstawi¢ jako pewien zbi6r). Teoria
klas moze wigc byé w szczegélnoSci traktowana jako pewna teoria wlasnoSci.
Naste¢pnie zdefiniowane zostaja relacje migdzy klasami i dziatania na klasach. Autor
wprowadza réwniez pojecie rownolicznosci klas, a za jego pomoca pojecie liczby
kardynalnej (mocy) danej klasy. Pozwala mu to zdefiniowaé klasy nieskoficzone i
skoficzone — a nastgpnie wyprowadzi¢ pojecie liczby naturalnej jako liczby kardynal-
nej danej klasy skoficzonej. Taka konstrukcja umozliwia potraktowanie arytmetyki jako
dziatu logiki. Stanowi to — wedtug stéw autora — ,jedna z najpigkniejszych zdobyczy
badan logicznych” (s. 85).

W rozdziale V autor zajmuje si¢ teorig relacji. Omawia poj¢cia dziedziny i przeciw-
dziedziny relacji oraz charakteryzuje zalezno§¢ migdzy relacjami a funkcjami dwéch
zmiennych. Nastepnie —- podobnie jak w wypadku teorii klas — przedstawia rachunek
(algebre) relacji. Wyr6znia podstawowe wlasnosci i typy relacji, a w szczegdlnosci
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relacje porzadkujace i jednoznaczne. Te ostatnie pozwalaja mu wprowadzi¢ pojecie
funkcji, funkcji wzajemnie jednoznacznych, funkcji wielu zmiennych itp. Rozdziat ten
jest zakoficzony uwaga dotyczaca znaczenia logiki dla innych nauk. Autor stwierdza
mig¢dzy innymi, ze pojgcia i prawa logiczne przez to, ze postugujemy si¢ nimi (w
spos6b mniej lub bardziej $wiadomy) we wnioskowaniach przeprowadzanych w innych
naukach, tworza dedukcyjng podstawe wszelkich nauk.

Rozdzial IV uwazany jest za najwazniejszy z merytorycznego punktu widzenia (por.
P. Suppesa ,,Philosophical Implications of Tarski’s Work”, Journal of Symbolic Logic,
53 (1988), s. 80-91). Tarski przedstawia tu w szczeg6lnosci swoje oryginalne wyniki,
dotyczace metodologii systeméw dedukcyjnych.

Rozpoczyna ten rozdzial od rozréznienia miedzy terminami pierwotnymi danej
teorii a terminami definiowalnymi za pomoca termindéw pierwotnych. Pokazuje
analogi¢ migdzy powyzszym rozréznieniem a rozréznieniem wéréd twierdzefi danej
nauki twierdzefi pierwotnych _ aksjomatéw — i twierdzef dowodliwych na podstawie
tych aksjomatéw. Nastegpnie rozrdznienie to zostaje przeniesione na stosunek migdzy
samymi dyscyplinami naukowymi. Wéréd nich Tarski wyrdznia te, ktdre sg podstawo-
we («wczesniejsze»), i te, ktére mozna uprawia¢ dopiero na bazie nauk podstawowych.
Nauka podstawowa np. dla arytmetyki jest logika. Teorie czy dyscypliny nukowe
zbudowane zgodnie z przedstawiona wyzej metoda nazywa Tarski ,.teoriami (naukami)
dedukcyjnymi”, albo inaczej ,,matematycznymi”, a samg metod¢ — ,,dedukcyjng”.

Kolejnym podstawowym w metodologii syteméw dedukcyjnych pojeciem wprowa-
dzonym przez Tarskiego jest pojecie interpretacji (modelu) danej teorii. Aby przyblizy¢
jego sens czytelnikowi autor postuguje si¢ bardzo prostymi i naturalnymi przykiadami.

Nastgpnym rozwazanym w tym rozdziale problemem jest problem niezalezno$ci
danego zdania od przyjetego systemu aksjomatycznego. Autor sprowadza go do kon-
strukcji modelu dla systemu aksjomatycznego, w ktérym dane zdanie jest falszywe.

Odwolujac si¢ do powyzszych pojeé Tarski formutuje tzw. twierdzenie o dedukcji.
Twierdzenie to mowi, ze jezeli pewne zdanie B jest spetnione w dowolnym modelu dla
dane;j teorii A i zdania o, to implikacja ot = f jest spetniona w dowolnym modelu dla
teorii A. Dzigki temu twierdzeniu mozna budowac réznego typu dowody semantyczne,
czyli dowody, polegajace na na podaniu interpretacji dla danej teorii. Tarski wskazuje
tez zrédlo powyzszej metodologicznej wlasnosci syteméw dedukcyjnych. Jest nim to,
ze konstruujac dang teori¢ bierzemy pod uwage tylko formalna strukture tworzacych ja
aksjomatéw — a nie ich sens. Innymi,stowy, terminy pozalogiczne, ktére wystepuja w
aksjomatach teorii, nie maja ustalonego znaczenia i moga by¢ interpretowane na wiele
réznych sposobow.

Nastepnie autor zajmuje si¢ problemem wyboru terminéw pierwotnych i aksjoma-
tow dla danej teorii dedukcyjnej. Podkresla tu fakt, ze wyb6r ten nigdy nie jest zdeter-
minowany. Kryteria takiego wyboru maja czesto charakter praktyczny (prostota
aksjomatéw), dydaktyczny (ich oczywisto$¢ i naturalno$¢) czy nawet estetyczny (ele-
gancja, piekno aksjomatéw). Z metodologicznego punktu widzenia na wybor ten
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nakladamy jedynie taki warunek, aby aksjomaty byly od siebie wzajemnie niezalezne, a
terminy pierwotne wzajemnie niedefiniowalne. Cz¢sto jednak ten wymog jest famany
na rzecz dydaktycznych waloréw danej teorii.

Dodatkowo autor wskazuje pewne kryteria formalne, ktére musza spetnia¢ dobre
definicje terminéw i dobre reguty dowodzenia twierdzeri na podstawie aksjomatow —
czyli kryteria poprawnosci dowodu. Oczywiscie kryteriéw tych tez nie nalezy trakto-
waC zbyt rygorystycznie, gdyz prowadzitoby to do tego, ze dowody (tzw. dowody
zupelne) bylyby nieczytelne (por. program zaproponowany przez grupe matematykow
francuskich — Bourbakistow).

Ostatnimi zdefiniowanymi w tym rozdziale pojeciami sa pojecia niesprzecznosci i
zupelnodci teorii dedukcyjne;j. Jesli teoria jest niesprzeczna i zupetna, to w stosunku do
kazdego zdania pozwala nam jednoznacznie stwierdzi¢, czy zdanie to jest na gruncie tej
teorii prawdziwe czy falszywe. Z tym zagadnieniem wiaze si¢ tez problem rozstrzygal-
nosci teorii, czyli mozliwo$ci ustalenia co do kazdego zdania z jezyka tej teorii, czy
istnieje algorytm, za pomoca ktérego pokazemy, ze dane zdanie jest dowodliwe na
gruncie tej teorii. (Przez algorytm rozumiana tu jest pewna mechaniczna procedura,
odwolujaca si¢ jedynie do wihasno$ci syntaktycznych teorii i danego zdania.)
Przyktadem teorii niesprzecznej i zupelnej jest elementarna geometria, natomiast kazda
teoria zawierajaca arytmetyke jest teorig niezupeling.

W rozdziale VII (nalezacym juz do drugiej czesci ksiazki) autor na przykladzie
fragmentu arytmetyki liczb rzeczywistych pokazuje, jakie zastosowania maja wprowa-
dzone uprzednio pojecia termindéw pierwotnych i aksjomatéw. Tarski konstruuje tez
przyktady prostych dowodéw nie wprost w tej teorii i udowadnia podstawowe
wlasnosci relacji migdzy liczbami.

Rozdziat VIII jest kontynuacja poprzedniego rozdzialu — autor wzbogaca kon-
struowang teori¢ o aksjomaty dotyczace dodawania i odejmowania liczb. Omawia tez
pojecie tzw. zamknigtych systemow zdah i rozwaza problemy zwigzane z definicjami,
w ktoérych wystepuje znak identycznosci.

W rozdziale IX skonstruowang elementarng teorig liczb rzeczywistych autor wyko-
rzystuje jako material badawaczy i pokazuje, jak nalezy zastosowaC do niej postulaty
metodologiczne sformutowane w rozdziale VI. Tarski rozwaza niezalezno$¢ zapro-
ponowanych aksjomatéw i eliminuje te, ktore daja si¢ wyprowadzi¢ z pozostatych.
Podobnie postepuje w stosunku do terminéw pierwotnych tej teorii. Umozliwia to
podanie trzech (logicznie rdwnowaznych) syteméw niezaleznych od siebie aksjoma-
tow. Wyboru migdzy pierwszymi dwoma systemami mozna dokona¢ zgodnie z kryte-
rium jak najmniejszej liczby termindw pierwotnych: w sytemie drugim wystgpuje
mniej termindw pierwotnych niz w pierwszym. Z kolei system trzeci ma nad drugim t¢
przewage, ze wystepuje w nim mniejsza liczba aksjomatdw, cho¢ z drugiej strony
niektére z nich maja mniej naturalng posta. Na zakoficzenie rozdzialu Tarski bada
problem niesprzeczno$ci i1 zupetnoSci skonstruowanej teorii. Autor pokazuje, ze skon-
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struowana teoria jest niezupetna, a dowéd jej niesprzecznosci jest oparty na przekona-
niu, iz niesprzeczna jest cata arytmetyka.

W rozdziale X, ostatnim, Tarski rozszerza przedstawiong teori¢ w taki sposéb, ze
uzyskuje petng arytmetyke liczb rzeczywistych. Pokazuje, ze dokona¢ tego mozna na
dwa logicznie rownowazne sposoby. Zaproponowane sytemy aksjomatyczne réznig si¢
jednak od siebie wlasnoéciami metodologicznymi i dydaktycznymi. System pierwszy
jest lepszy od drugiego z metodologicznego punktu widzenia, poniewaz wystepujace w
nim aksjomaty i terminy pierwotne s3 od siebie niezalezne. System drugi ma za to duze
walory dydaktyczne — jego aksjomaty sa naturalniejsze i mozna w prostszy spos6b
rozszerzy¢ go do innych teorii matematycznych.

Cala ksiazke konczy postowie wydawcy przekiadu polskiego — Witolda Marcisze-
wskiego i skorowidz opracowany przez Monik¢ Sujczyriska.

Zasadnicza zaleta ksigzki Tarskiego jest widoczna na kazdym kroku dbato$¢ autora
o czytelnika. Wszystkie pojecia sa wprowadzane w bardzo sytematyczny sposéb z
licznymi odwotaniami do jezyka potocznego i intuicji. Zawsze podawane sa przyklady,
pozwalajace lepiej zrozumie¢ pewne, czgsto bardzo abstrakcyjne, definicje. Na szcze-
gblne uznanie zastuguja koficzace kazdy rozdziat ¢wiczenia. Z jednej strony umozli-
wiaja one czytelnikowi sprawdzenie, czy dostatecznie opanowal przedstawiony w
danym rozdziale material, a z drugiej w wielu wypadkach rozwijaja jego wiedze,
zachgcajac do konstruwania wlasnych przyktadéw czy dowodéw twierdzenr. Jest to
duza zalet tej ksiazki, ktéra pozwala stawiaé ja wyzej od istniejacych na naszym rynku
wydawniczym nowszych podrecznikéw z logiki.

Studiujac podrecznik Tarskiego — prawdopodobnie rowniez dzigki starannosci wy-
dawcy amerykafiskiego i polskiego — nie odnosimy w zadnym miejscu wrazenia, ze
zostat on napisany (w pierwotnej formie) ponad p6t wieku temu. W wypadku nauki jest
to okres bardzo dhugi i tylko niewielu autoréw moze poszczyci¢ si¢ uniwersalnoscia i
$wiezo§cig pomystow gwarantujaca taka aktualno$¢. Trzeba jednak pamigtaé, ze wiele
z przedstawionych przez autora probleméw i rozwigzaf jest jego oryginalnym
osiagnieciem i wkladem w logike¢ wspéiczesna. Wystarczy wymieni¢ tu twierdzenie o
dedukcji (udowodnione przez Tarskiego w 1921 i niezaleznie przez Herbranda w 1929
roku), problem definiowalnosci pojeé (przedstawiony pierwotnie przez Padog w 1903
roku, rozwinigty przez Tarskiego, a nastepnie podsumowany waznym twierdzeniem
udowodnionym przez Betha w 1953 ‘roku), dowéd zupetnodcei i rozstrzygalnosci ele-
mentarnej geometrii.

Nie stracity na aktualnosci stowa, ktérymi koficzy Tarski przedmowe do wydania
amerykanskiego (1941): ,,Logika przez doskonalenie i wyostrzanie narz¢dzi mySli spra-
wia, ze ludzie nabieraja wigkszego krytycyzmu — dzigki czemu staje si¢ mniej prawdo-
podobne, ze dadza si¢ zwie$é tym wszystkim pseudo-rozumowaniom, ktérym s ciagle
dzisiaj poddawani w réznych czgséciach §wiata™.



