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Jaka logike moze zaakceptowac filozof?

1. LOGIKA Z PUNKTU WIDZENIA FILOZOFA

Dla filozofa — w odrdznieniu od matematyka — logika nie jest interesujaca jako
pewna konstrukcja czysto formalna. Jest ona narz¢dziem pozwalajacym sprecyzowad i
opisaé rozumowania przeprowadzane w jezyku naturalnym, wyja$nié strukture teorii
naukowych i stanowisk filozoficznych. W tym celu filozof wybiera jaki§ system logicz-
ny sposréd juz istniejacych (czasami nieco go modyfikujac) lub tworzy nowa logike,
lepiej pasujaca do jego aktualnych potrzeb.

Obserwacj¢ t¢ potwierdza rozwdj logiki na poczatku dwudziestego wieku. Wiele
powstatych wspétczesnie nicklasycznych systemoéw logicznych ma wiasnie geneze
filozoficzna. Jako przyktad mozna tu podaé:

— intuicjonistyczng logike¢ Brouwera, formalizujaca pojecie efektywnosci w mate-
matyce;

— logiki modalne, ktérych celem jest sprecyzowanie zaleznosci migdzy takimi
terminami, jak ,jest mozliwe, ze”, ,,jest konieczne, ze”;

— logiki temporalne, dzigki ktéry mozemy opisa¢ formalng strukture czasu i defi-
niowac takie poj¢cia, jak ,,zawsze”, ,,czasami” itp;

— logiki wielowarto§ciowe Lukasiewicza, ktére pozwalaja m.in. sformutowaé sta-
nowisko indeterministyczne;

— logiki niefregowskie, dajace mozliwo$¢ méwienia nie tylko o wartosci logicznej
zdania, ale tez o tym, do czego dane zdanie si¢ odnosi;

— logiki deontyczne, epistemiczne itp.

Logiki nieklasyczne powstaty po to, zeby wyrazié¢ pewne subtelniejsze (np. nieeks-
tensjonalne) whasnosci rozumowan i pojeé, ktére nie sa wyrazalne w logice klasyczne;j.
Z biegiem czasu jednak logiki te oderwaly si¢ od swoich «filozoficznych korzeni» i
zaczely «zy¢ wlasnym zyciem» — jako pewne czysto formalne struktury. Poszczegdlne
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systemy logiczne rozwijano dalej ze wzgledu na ich interesujace whasnosci formalne, ze
wzgledu na to, ze s3 one uogdinieniem innych systeméw lub ze sa podobne do pewnych
struktur algebraicznych czy topologicznych. W zwiazku z tym powstaty m.in. «kosmo-
sy» logik modalnych, temporalnych, parakonsystentnych, superintuicjonistycznych itp.
Dopiero wtbrnie zaczgto si¢ zastanawiaé, czy takie systemy maja jaka$ naturalng
interpretacjg filozoficzna: czy sa jeszcze do czego§ przydatne filozofowi, czy tez stano-
wig tylko przedmiot zainteresowania logika matematycznego.

Jedli na logike patrzymy z punktu widzenia filozofa, to wydaje sig, ze nie wszystkie
logiki sa rownie «dobre», czy réwnie «akceptowalne».

Filozof moze na logike naktada¢ ograniczenia dwojakiego rodzaju.

(1) Ograniczenia pierwszego rodzaju — ontologiczne — nakazuja wybor tej logiki,
ktéra pociaga za soba jak najstabsze zobowigzania ontologiczne. Jest to wyraz natural-
nego dazenia do tego, aby samo narzedzie, ktérym postugujemy si¢ w celu opisania
jakiej§ dziedziny, nie miato wptywu na jej ontologiczne wtasnosci. W tym sensie logika
pierwszego rzgdu (w ktorej zobowigzujemy si¢ jedynie do istnienia indywidudw) jest
tatwiejsza do zakceptowania dla filozofa niz logika wyzszych rzedéw (w ktérej zobo-
wigzujemy si¢ do istnienia klas). Problem ten rozwazal m.in. Quine ([QUINE],
[THRAP)).

(2) Ograniczenia drugiego rodzaju — formaine -—— wynikaja z tego, ze logika ma
opisywaé strukturg rzeczywistych rozumowan przeprowadzanych w pewnym jezyku
(jezyku naturalnym badz jakim$ jego fragmencie) i dotyczacych okreslonej dziedziny.
Wydaje si¢, ze samo kryterium niesprzeczno$ci czy formalnej elegancji logiki staje sig
tu niewystarczajace. W gre muszg tu wchodzi¢ — oprécz nakazu uznania pewnych
formut specyficznych dla danej dziedziny (np. naturalnych zalezno$ci migdzy
pojeciami konieczno$ci i mozliwosci w logice modalnej albo formut pozwalajacych
uniknaé paradokséw implikacji w logice intuicjonistycznej) — pewne inne formalne
whasnosci logik. Mozna je podzieli¢ na dwie grupy. Do pierwszej nalezalyby takie
wiasnodci logiki, ktére gwarantowatyby jej efektywno$¢ jako pewnego sposobu rozu-
mowania. Sa to wlasnosci skoficzonosci, zwartoSci i strukturalno$ci. Do drugiej grupy
proponujemy zaliczy¢ wlasnoSci, dzigki ktérym zaleznoSci migdzy terminami pozalo-
gicznymi wystgpujacymi w jezyku danej logiki, sa dobrze okreSlone i spetniajg pewne
naturalne intuicje, dotyczace zwiazku treSciowego migdzy przestankami i wnioskiem w
danym rozumowaniu. Sg to wtasno$ci: interpolacji, Hallden-zupetnosci, wiasno$é Ro-
binsona i wlasno$¢ Betha. Aby sformulowac precyzyjnie, na czym te wiasnosci pole-
gaja wprowadzimy nastepujace oznaczenia i definicje.

2. POJECIA WSTEPNE

Przez logike¢ L bedziemy rozumieé parg (J, Cny), gdzie Ji, jest jezykiem danej
legiki (zdaniowej lub pierwszego rzedu), a Cny, jest operacja konsekwencji okreslong
na formulach tego j¢zyka, zdefiniowana przez zbi6r aksjomatéw i reguly wnioskowa-
nia.
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Przez FOR; bgdziemy rozumieé zbiér wszystkich formut jezyka Ji, przez AT, —
zbidr wszystkich jego formut atomowych, a przez FORnor(/) — zbidr formut jezyka J
w postaci normalnej.

W wypadkach, w ktérych nie prowadzi to do nieporozumiefi bgdziemy pisaé ,,J”
zamiast ,,J.” i ,,Cn” zamiast ,,Cn_” oraz odpowiednio ,,FOR”, ,AT", ,,FORNoR” zamiast
SFOR;], ,AT;”, FORNoOR(J).

Wyrazenie ,,0 € Cn(X)” oznacza to, ze w danej logice na podstawie zbioru
przestanek X mozna udowodni¢ formule o. Jesli o mozna udowodni¢ na podstawie
pustego zbioru przestanek (a wiec, gdy o € Cn()), to o jest teza danej logiki L.

Przez ,SC” bedziemy oznaczaé klasyczny rachunek zdaf, a wigc SC = (Jsc, Cnsc);
przez ,PC” — klasyczng logike pierwszego rzedu, a wigc PC = (Jpc, Cnpc).

Za pomoca operacji konsekwencji Cn mozemy zdefiniowaé zbiér sprzeczny w danej
logice: X jest zbiorem sprzecznym zawsze i tylko, gdy Cn(X) = FOR.

Przez parametry danej formuty o bedziemy rozumie¢ symbole wystepujace w tej
formule, ktore nie sa statymi logicznymi. Dla logik zdaniowych beda to wigc zmienne
zdaniowe (oznaczane jako var(®)), a dla formut z jezyka logiki pierwszego rz¢du —
wolne zmienne indywiduowe i litery predykatowe (oznaczane jako Par(c)).

Pewnym uogdlnieniem pojgcia parametréw dla danej formuty w logikach zdanio-
wych jest pojecie atoméw tej formuty. Atomy formuly a s3 to takie podformuty formuty
o, ktérych warto$ciowanie przesadza o wartosci logicznej o. Dla klasycznej logiki
zdaniowej sa to po prostu zmienne zdaniowe, a np. dla zdaniowej logiki modalnej
zmienne zdaniowe i formuty poprzedzone funktorem modalnym.

Niech J bedzie jezykiem zdaniowym. Przez ,,End(J)” bedziemy oznaczaé zbi6r
wszystkich endomorfizméw danego jezyka J, a wiec zbior wszystkich podstawiefi
formut za zmienne zdaniowe.

Niech J bedzie jezykiem pierwszego rzedu. Przez ,,®(J)” bgdziemy oznaczaé zbi6r
wszystkich funkcji ¢: AT; — FOR), takich, ze jesli o« € AT, i w 0. wystepuja zmienne
wolne xj, ..., x,, to doktadnie te same zmienne wystgpuja jako zmienne wolne w ¢p(o)
(por. [GRZEGORCZYK].

Przez ,L” bedziemy zwykle oznaczaé logik¢ zdaniowa, a przez ,LQ” — logike
pierwszego rzgdu.

DEFINICJA 1

Niech L = (Ji, Cn) begdzie logika zdaniowa. L jest nietwdrczym rozszerzeniem SC
= (Jsc, Cngc) zawsze i tylko, gdy Jsc < JL i VX € FORsc Cni(X) N Jsc = Cnsc(X).

Niech LQ = (JLo, CnLg) bedzie logika pierwszego rzgdu. LQ jest nietworczym
rozszerzeniem PC = (Jpc, Cnpc) zawsze i tylko, gdy Jpc © Jig i VX < FORpc (Cnyo(X)
N Jpc) = Cnpe(X).

W powyzszym sensie zdaniowe logiki modalne czy zdaniowe logiki niefregowskie
(logiki modalne pierwszego rzedu, niefregowskie logiki pierwszego rzedu) sa nietwor-
czym rozszerzeniem SC (PC). Natomiast zdaniowa logika intuicjonistyczna (logika
intuicjonistyczna pierwszego rzedu) nie jest rozszerzeniem SC (PC).
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3. WLASNOSCI LOGIK INTERESUJACE Z FILOZOFICZNEGO
PUNKTU WIDZENIA

Przy uzyciu wprowadzonych pojeé i oznaczefi mozemy precyzyjnie sformutowac
definicje interesujacych nas wiasnosci logik.

WLASNOSC SKONCZONOSCI

DEFINICJA 2

Logika zdaniowa (logika pierwszego rzedu) ma wiasno$¢ skoficzonosci (FIN) za-
wsze i tylko, gdy

Yo e FORVX C FOR jesli € Cn(X), to BY&X ae Cn(Y).

Dzigki tej whasnosci zapewniamy naszej logice efektywno$é. Zadamy, aby rozumo-
wania przeprowadzane za jej pomoca miaty skoficzong liczbg krokéw, aby przy wnio-
skowaniu z danego zbioru przestanek wystarczyto rozwazy¢ tylko pewien jego
skoficzony podzbior.

WLASNOSC STRUKTURALNOSCI

DEFINICJA 3

Logika zdaniowa ma wtasno§¢ strukturalnosci (STRUC) zawsze i tylko, gdy

Vo e FORVX C FOR jesliae Cn(X), to Ve € End(J) eat € Cn(eX)].
Logika pierwszego rz¢du ma wiasno$é strukturalno$ci (STRUC) zawsze i tylko, gdy

Vo e FORVX c FORjeslia e Cn(X),to Vo e D) (o) € Cn(p(X)).

Naktadajac na logike ten warunek chcemy, aby formalne wtasno$ci wnioskowania
w danej logice nie zalezaly od konkretnej postaci formut, ale tylko od ich struktury
logicznej. Jest to wiec pewna eksplikacja pojecia wnioskowania formalnego (w odréz-
nieniu od wnioskowania, w ktérym migdzy wnioskiem a przestanka istnieje zwiazek
tresciowy).

Zauwazmy, ze o logice strukturalnej prawdziwe jest bardzo wazne twierdzenie —
tzw. twierdzenie o nieistotnym wystgpowaniu symboli pozalogicznych:

Jesli tezg logiki jest pewna formula o, to teza tej logiki bedzie tez formuta B,
powstala z o przez zastapienie wystgpujacych w niej symboli pozalogicznych innymi
symbolami pozalogicznymi.

WLASNOSC ZWARTOSCI

DEFINICJA 4

Logika zdaniowa (logika pierwszego rzgdu) ma wlasno§¢ zwartosci (COMP) za-
wsze i tylko, gdy

VX c FOR jesli Cn(X) = FOR, to 3Y - X Cn(Y)= FOR.

Za pomocy tego warunku chcemy zapewni¢ sobie to, ze jesli wnioskujac z jakiego$
zbivu przestanek dojdziemy do sprzecznosci, to ta sprzeczno$¢ wynika juz z pewnego
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skoficzonego fragmentu zbioru przestanek. Jest wigc efektywnie «lokalizowalng»
sprzecznoscia.

Powyzsze ograniczenia sa standardowe i wydaje sig, ze tkwig juz w samej idei tego,
co filozof chcialby nazywaé ,logika”. Dodatkowo proponujemy rozwazyC pewne
wlasnoéci logik, ktére tez wydaja si¢ interesujace i istotne z punku widzenia filozofa, a
$3 moze mniej znane,

WELASNOSC INTERPOLACJI

DEFINICJA 5

Logika zdaniowa ma wlasno$¢ interpolacji (INT) zawsze i tylko, gdy

Vo,B e FOR jesli (o= B) € Cn(B) i (var(o)) nvar(B))# @, to Iye FOR var(y)
(var(o) nvar(b)) i (= y) € Cn(@) i (Y= B) e Cn(D).

Logika pierwszego rzgdu ma wlasno$¢ interpolacji (INT) zawsze i tylko, gdy

Vo,B € FOR jesli (o0 = B) € Cn(@) i (Par(o) N Par(B)) # &, to 3ye FOR Par(y)
< (Par(o) N Par(B))i (o= y) € Cn(@) i (Y= B) € Cn(D)]}.

Formute Y o powyzszych wlasnosciach bedziemy nazywac ,interpolantem dia da-
nych formut o1 B”.

Naktadajac ten warunek zadamy, aby w logice istotne dla poprawnego wyprowa-
dzania jednej formuty z drugiej byly — méwiac swobodnie — tylko informacje wspdl-
ne dla obu tych formut.

Wiasno$¢ interpolacji bywa tez formutowana ogélniej — w jednej z dwu postaci:

(a) w postact tzw. wlasnosci Maechary (MAEH) [WEAVER]:

VX,Yc FORVa e FORjesli (varlX U o) nvar(Y)) = @ice Cn(XUY),t03Zc
FOR [var(Z) c var(Xvw o) nvar)iZc Cn(Y)ia e Cn(X U Z)1},
co dla logiki o whasnosci FIN, w jezyku ktorej wystepuje klasyczny spéjnik koniunkcji,
dla przypadku, gdy X = @, redukuje si¢ do wiasnosci interpolacji.

(b) w postaci nastgpujacej wlasnosci:

VaBjeslice Xife Yia<B tody(ye Ziasy<P),
gdzie B jest dowolna algebra Boole’ai X, ¥, Zc B.

Dla danych zbioréw X, Y, Z wlasno$¢ t¢ oznacza si¢ zwykle jako ,,Int(X, Y, Z)".
Polega ona na tym, ze interpolacja zachodzi mi¢gdzy pewnymi konkretnymi zbiorami X
i Y «za pomoca» zbioru Z. (Jesli B bgdzie algebra Boole’a formut pewnej logiki, i na
zbiory X i Y nalozymy warunek, ze sa to dowolne teorie tej logiki sformulowane w
jezykach o niepustym przecieciu, a Z jest w tym przecigciu zawarte, to otrzymamy
pewna wersje wlasno$ci Maehary.) W tym ujeciu tzw. twierdzenie Herbranda (Herbran-
da-Gentzena) ma posta¢ twierdzenia, ze Int(U, E, 0), gdzie U jest klasa formut ogél-
nych danego jezyka, E — klasg formut egzystencjalnych, a O — klasg formut
otwartych. Zgodnie z tym twierdzeniem (méwiac nieformalnie), dowody twierdzen w
klasycznym rachunku predykatéw prowadzacych od zdan ogdlnych do szczegélowych
mozna uzyskaé «skladajac» dwa dowody, z kitdrych kazdy w pewnej czgsci daje sig
przedstawi¢ jako dowdd z klasycznego rachunku zdan. Twierdzenie to pokazuje zwia-
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zek migdzy procedurami dowodowymi rachunku predykatéw i rachunku zdan. Pewnym
szczegblnym przypadkiem wlasnosci interpolacji dla logiki pierwszego rzedu jest
wlasno$¢ Lyndona--Oberschelpa-Fujiwary-Motohashi (LOFM) [MOTOHASHI]. Pole-
ga ona na istnieniu formuty interpolujacej v dla formut o i B, takiej ze jej budowa zalezy
od budowy formut o i B. Zadajac od logiki, aby miata wiasno§¢ LOFM, naktadamy na
formute, wyrazajaca «wspdlna informacje» dla formut o i 8, dodatkowy warunek, aby
miata ona okreslong strukturg¢ formalna.

Niech Rel*(¢), Rel(9), Fun(¢) beda odpowiednio zbiorami liter predykatowych
wystepujacych pozytywnie lub negatywnie w formule ¢ € FORNor i zbiorem symboli
funkcyjnych wystepujacych w tej formule.

DEFINICJA 6

Logika pierwszego rzgdu ma wtasno$¢ LOFM zawsze i tylko, gdy

Vo, Be FORyor jeSli (0 = B) € Cn(D) i —o ¢ Cn(B) i B & Cn(B), to Iy €
FORNor

a) (= Y) € Cnig(D) i (Y= B) e Cn(D),

b) Rel' () < (Rel*(0t) N Rel'(B)) i Rel (Y) < (Rel (0) N Rel (B)) i

¢) Fun(y) < (Fun(o)) N Fun(B)).

Jesli w jezyku tej logiki wystepuje predykat identycznosci ,,=", to dodatkowo

d) jeSli w y przynajmniej raz wyst¢gpuje pozytywnie (resp. negatywnie) predykat
»=", to w o (resp. w B) wystepuje przynajmniej raz pozytywnie (resp. negatywnie)
predykat ,=".

W logice zdaniowej analogiczna wiasno§¢ ma duzo prostsza postaé i jest nazywana
,»wlasnoécia Lyndona” (LYN) ((LYNDON], [HENKIN]).

Niech var(9)*, var(¢)” beda odpowiednio zmiennymi (czy ogélniej — atomami)
wystepujacymi pozytywnie lub negatywnie w formule ¢.

DEFINICJA 7

Logika zdaniowa ma wtasno§¢ LYN zawsze i tylko, gdy

Vo, B e FORnor jeSli (00 = B) € Cn(@) i —o e Cn(B) i P ¢ Cn(D), to Iy e
FORyoR i

a) (=) € Cn(@)i(y=>P) e Cn(D),

b) var'(y) c (var* (@) nvar*(P)) i

¢) var(y) c (var (o) N var'(B)).

WLASNOSC ROBINSONA

DEFINICJA 8

Logika zdaniowa ma wtasno§¢ Robinsona (ROB) zawsze i tylko, gdy

VX, Y < FOR jesli Cn(X) # FORiCn(Y)# FORiCn(X U Y)=FOR i (var(X) N
var(Y)) # @, to 3o. € FOR var(o) c (var(X) nvar(Y))ia e Cn(X)i—o e Cu(Y).
Logika pierwszego rzedu ma wtasno$¢ Robinsona (ROB) zawsze i tylko, gdy

VX, Y < FOR jesli Cn(X) # FOR i Cn(Y) # FOR i Cn(X L Y) = FOR i (Par(X) N
Par(Y))# @, to o€ FOR Par(o) < (Par(X) N Par(Y))ia e Cn(X)i—oe Cn(Y).
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Zadajac, aby logika miata wlasnos¢ Robinsona, chcemy, by z tego, ze suma dwéch
zbioréw przestanek niezaleznie niesprzecznych jest sprzeczna, wynikato istnienie pew-
nej formuly (wyrazonej w jezyku wspSlnym dla obu tych zbioréw zdar), ktéra «poka-
zuje», na czym ta sprzeczno$¢ polega.

Czasami wlasnos¢ t¢ formutuje si¢ ogélniej jako tzw. wlasno$¢ separowalnoSci:
Niech X, Y, Z ¢ B, gdzie B jest dowolng algebra Boole’a. Wtedy

VaBjeslioe XiBe YiaaP=0,toIyye Zia<yiyaP=0,

Dla danych zbioréw X, Y, Z wlasno$¢ t¢ oznacza si¢ zwykle jako Sep(X, Y, Z). Jesli
teraz na B, X, Y i Z nalozymy warunki analogiczne jak w wypadku uogélnionej
wilasnoéci interpolacji, to otrzymamy pewna wersje wiasno$ci Robinsona (por.
[BACSICH]).

WLASNOSC ZUPEENOSCI W SENSIE HALLDENA

DEFINICJA 9

Logika zdaniowa jest Hallden-zupetna (HZ) zawsze i tylko, gdy

Vo,B € FOR jesli (v B) € Cn(@) i (var(o) nvar(B))=B,to ace Cn(@) lubP e
Cn(D).

Wtasnos¢ ta przystuguje logice, gdy alternatywa formutl, ktdre nie sa tezami logiki i
«mdwia o réznych fragmentach rzeczywistosci» nie moze by¢ teza logiki. Sam Hallden
uwazal posiadanie tej wlasnosci za kryterium «rozsadno$ci» dla zdaniowych logik
modalnych, a logiki, ktére jej nie maja, nazywat ,,semantycznie niezupetnymi” [HAL-
LDEN]. O doniostosci tej wiasnoSci §wiadczy w szczegblnosci nastgpujace twierdze-
nie:

TWIERDZENIE 1

Jesli logika zdaniowa nie ma wilasnosci Hallden-zupetnosci, to nie ma adekwatne;j
matrycy (tzn. méwiac nieformalnie nie istnieje «§wiat», w ktérym prawdziwe sa
wytacznie twierdzenia tej logiki) [WRONSKI], [SUSZKO}, [LEMMON].

Lemmon [LEMMON)] podal nastgpujace kryterium Hallden-niezupetnosci danej
logiki:

TWIERDZENIE 2

Logika L nie ma wtasnosci HZ zawsze i tylko, gdy istnieja dwie rozne logiki L i
L,, bedace elementarnymi wtasciwymi rozszerzeniami logiki L, takie ze L =L, nL,.

Twierdzenie to pokazuje, jak «rozpoznaé» logike, ktéra nie ma wiasnosci HZ w
kracie logik, bedacych elementarnym rozszerzeniem pewnego wyj$ciowego rachunku
logicznego — logika taka jest wezitem tej kraty. Innymi stowy, zalezno$ci miedzy
stalymi logicznymi w logice nie majacej wtasnosci HZ nie sa dostatecznie dobrze
okreslone i mozna je dookresli¢ na dwa wykluczajace si¢ sposoby.

Wtasnos$¢ Hallden-zupetno$ci mozna uogo6lnic na logiki pierwszego rzedu. Pierwsza
taka definicje podat Los ([LOS]), a w odniesieniu do logik zawierajacych dodatkowo
zmienne zdaniowe — R. Suszko ([SUSZKO])).

Logika pierwszego rzedu L jest Hallden-zupeina zawsze i tylko, gdy
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Vo e FOR jesli (o v B) e Cn(@)i o) Nnv(b)) =B, to cce Cn(B) ub B €
Cn(@),
gdzie v(¢p) — to zbiér wolnych zmiennych indywiduowych (i zdaniowych — jesli w
logice takie wystegpuja) zawartych w ¢.

Inng — jak si¢ wydaje odpowiedniejsza ze wzgledu na powiazanie wilasnosci
Hallden-zupetnosci i interpolacji — definicje Hallden-zupelnosci dla logik pierwszego
rzedu mozna sformutowaé w nastgpujacy sposdb:

DEFINICJA 10

Logika pierwszego rzgdu ma wiasnoé¢ Hallden-zupelnoéci (HZ) zawsze i tylko,
gdy

Va,Be FORjesli (av B) e Ca(@) i (Par(o) N Par(B)) =D, tooce Cn(@)lubP e
Cn(9).

Wiasnie tak zdefiniowang wlasno$¢ bedziemy nazywaé ,,wlasno$cia Hallden-zupet-
nosci dla logik pierwszego rzedu”.

WELASNOSC BETHA

Podstawowym pojeciem potrzebnym dla sformulowania wlasnosci Betha, jest
pojecie definiowalnosci danego terminu w danej logice. Bywa ono rozumiane na dwa
podstawowe sposoby. (Zauwazmy, ze zawsze definiowalno$¢ jest zrelatywizowana do
teorii, na gruncie ktérej dany termin si¢ definiuje i do terminéw, ktére wystgpuja w
definiensie.)

DEFINICJA 11

Termin P jest definiowalny explicite na gruncie teorii T za pomoca terminéw Qy,...,
Oy zawsze i tylko, gdy twierdzeniem teorii 7 jest formula

VX1 [P(X1505Xn) < O(X150- 0 Xn)],
gdzie ¢ jest zbudowane wytacznie z termindéw Qy, ..., Ok.

Termin P jest definiowalny implicite na gruncie teorii T za pomoca terminéw Q,, ...,
Qi zawsze i tylko, gdy dla dowolnych dwéch modeli 8 = (U, p1, ¢1,....q), Bl = (U, p»,
G1seesi)s

jeSlim ETiAL E T, to pr1=pa,
gdzie p|, py sa interpretacjami predykatu P, a qi, ..., g« — predykatdw Qi, ..., Ox W
modelach M, i @,. {Inne sformutowaniu, ktore jest rownowazne powyzszemu dla
logik, w ktérych prawdziwe jest twierdzenie o pelnoéci, brzmi:

Termin P jest definiowalny implicite na gruncie teorii T za pomoca terminéw Qy, ...,
QO zawsze 1 tylko, gdy

Vxq,en [P0 ) & P(x1xn 1€ TUT,
gdzie teoria T° powstaje z teorii T przez zastapienie terminu P terminem P’.]
DEFINICJA 12

Logika pierwszego rzedu LQ ma wlasno$¢ Betha (BET) zawsze i tylko, gdy dla
dowolnej teorii T logiki L i dla dowolnego terminu P g jezyka tej logiki, termin P jest
deiiniowalny explicite na gruncie teorii 7 za pomoca terminéw Q, ..., Qx zawsze i
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tylko, gdy termin P jest definiowalny implicite na gruncie teorii T za pomocg terminéw
O oy Ok

Logika majaca wlasno$§é Betha — to logika dostatecznie «mocna», aby opisaé
wszystkie zalezno$ci migdzy terminami, ktdre wystepuja w sformulowanych w niej
teoriach. Innymi stowy, je§li interpretacja jakiego$ terminu jest wyznaczona jednozna-
cznie w kazdym rozszerzeniu modelu dla danej teorii, to znajduje to odbicie w twier-
dzeniach tej teorii.

Zauwazmy, ze w stosunku do logik nieklasycznych — np. logik modalnych —
mozna formulowaé rézne inne (mocniejsze) wersje definiowalnosci explicite i im-
plicite:

Termin P jest definiowalny explicite na gruncie teorii T za pomoca terminéw Qy, ...,
Q w logice modalnej zawsze i tylko, gdy twierdzeniem teorii T jest formuta

VX150 O [PX1,000) © O(x1,e.xn)],
gdzie ¢ jest zbudowane wylacznie z terminéw Qy, ..., Q. .

Termin P jest definiowalny implicite na gruncie teorii 7 za pomoca terminéw Qy, ...,
Qi w logice modalnej zawsze i tylko, gdy

VX1, Xn O [P(X1,..0%0) & P'(x1,.0)] € TUT,
gdzie teoria 7" powstaje z teorii T przez zastapienie terminu P terminem P’.

Powstaje pytanie, czy wtasno$¢ analogiczna do wlasno$ci Betha mozna okre§lié dla
logik zdaniowych. Nie wystgpuja w nich przeciez symbole pozalogiczne w tym sensie,
w jakim symbolami pozalogicznymi sg predykaty (symbole funkcyjne itp.) w rachunku
pierwszego rzedu. Probe okreslenia takiej wlasno$ci mozna znalez¢ np. w [KRIVINE,
KREISLER]. Polega ona na sformufowaniu nastgpujacych definicji pojeé definiowal-
nosci explicite i implicite:

Formuta p jest definiowalna explicite na gruncie teorii T, w danej logice L, za
pomocg formut gy, ..., g, zawsze i tylko, gdy istnieje Y€ FOR, takie ze

peNeT
ivar(y) < {q1, ... gn}.-

Formuta p jest definiowalna implicite na gruncie teorii 7, w danej logice L, za
pomoca formut gy, ..., g, zawsze i tylko, gdy

poepHeTuT,
gdzie 7" jest teoria, ktéra powstata z T przez zastapienie wszedzie formuty p dowolna
formuta p’.

Dla logik nieklasycznych definicje te mozna wzmacniaé analogicznie jak w wypad-
ku logik pierwszego rzgdu.

Przedstawiony wyzej problem zaleznoici migdzy rdznymi sensami pojecia definio-
walnodci (dla logiki klasycznej) sformutowat jako pierwszy Padoa. Pokazat on, ze
dobrym kryterium tego, ze termin P nie jest explicite definiowalny w danej teorii T, jest
wskazanie dwéch modeli dla 7, w kt6rych interpretacja terminu P jest inna. Rozwinat te
myS§I Tarski [TARSKI].
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4. ZALEZNOSCI MIEDZY PRZEDSTAWIONYMI WEASNOSCIAMI

Logika zdaniowa — np. klasyczny rachunek zdaf — jest bardzo prostym opisem
wnioskowaf, jakie przeprowadzamy w danym jgzyku. Pozwala ona wskazywaé zalez-
nosci, zachodzace migdzy warto§ciami logicznymi zdaf zlozonych i tworzacych je
zdaf prostych. Pokazuje, jaka jest «zewngtrzna» formalna struktura wnioskowania.
Pewnego rodzaju uszczegdlowieniem klasycznej logiki zdaniowej jest (nadbudowana
nad nia) klasyczna logika pierwszego rzedu. W logice pierwszego rzedu nie tylko
mamy mozliwo$é badania zalezno$ci migdzy zdaniami prostymi, ale réwniez rozwaza-
my wewngtrzng strukturg takich zdaf. Umiemy powiedzieé, ze sa to zdania
szczegblowe, ogdlne, z jakich sktadaja si¢ predykatéw itd. Nadal zachowujemy jednak
te sama strukture wnioskowar, co w lezacej u jej podstaw logice zdaniowej. Innymi
stowy kazde zdanie o schemacie tautologii logiki zdaniowej jest tautologia logiki
pierwszego rzedu i w obu logikach wystgpuja te same spdjniki. Intuicje te precyzuje
nastepujaca definicja.

DEFINICJA 13

Logika pierwszego rzgdu LQ jest nadbudowana nad logika zdaniowa L zawsze i
tylko, gdy jest to najstabsza logika, taka ze

1) zbiory spdjnikéw wystepujacych w Ji, i Jiq s3 takie same;

2) Vo e FOR,, jesliave CnL(@), to o) € Cni(D), gdzie f: AT, — FORLq.
UWAGA

Jesli L i LQ sa nietworczymi rozszerzeniami odpowiednio SC i PC, to do LQ
naleza tezy co najwyzej trojakiego rodzaju:

1) tezy PC;

2) podstawienia (w sensie funkcjif) tez L;

3) tezy powstajace z zastosowania specyficznych aksjomatéw, okreslajacych zalez-
no§¢ migdzy spdjnikami w Ji g nie wystepujacymi w Jpc i kwantyfikatorami.
PRZYKLAD

Przykiadem tez trzeciego rodzaju dla modalnej logiki pierwszego rzgdu moze by¢
np. formufa: O Vx ¢(x) = VxO ¢(x).

Dla dalszych rozwazan wazne jest nastgpujace twierdzenie, taczace interesujace nas
wlasnosci w logikach zdaniowych i w nadbudowanych nad nimi logikach pierwszego
rzedu.

TWIERDZENIE 3

Jesli logika L nie ma wlasnosci HZ, to nadbudowana nad nig logika LQ tez nie ma
wiasnosci HZ.
DOWOD

Zat6zmy, ze L nie ma wiasnosci HZ. Istnieja wigc formuty a, B, takie, ze (o v B) €
Cn (D), (var(e) "var(B)) = Bio g Cn (D), B & Cn (D). Niech van(a) = {p1, ..., Pn}>
var'B) = {qi, ..., qi}. Poniewaz o0 ¢ Cn (D), wiec dla pewnego podstawienia formut
aton owych jezyka logiki LQ za zmienne py, ..., p, formuta o(p/P(x)), ..., pu/Pu(xn)) &
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CnLo(8) i analogicznie dla pewnego podstawienia formut atomowych za zmienne g,
s Qi formuta B(gi/Q11), s q/Oi3x)) € Cnpg(D). Poniewaz jednak LQ jest nadbu-
dowana nad L, wiec kazda formuta o schemacie (ot v B) jest teza LQ. Stad [ou(pi/Py(x1),
eees Dl Pr(xn)) v Blgi/Q1(01)s ey @/ Di(yi))] € Cnig(D), czyli LQ nie jest ma wlasnoci
HZ — wbrew zalozeniu.

Bez dowodéw podajemy nastgpujace znane twierdzenia.
TWIERDZENIE 4

Jesli w logice (zdaniowej i pierwszego rzgdu) jest klasyczna negacja i logika ma
wilasno$¢ COMP, to ma whasno$§é FIN.
TWIERDZENIE 5

Jesli logika (zdaniowa i pierwszego rzgdu) ma wihasno$§¢ INT i COMP, to ma
wlasno§¢ BET.
TWIERDZENIE 6

Jesli logika zdaniowa ma wlasno$é HZ, to ma wtasno$¢ STRUC.

5.PRZEGLAD ROZNYCH SYSTEMOW LOGICZNYCH

Nasze rozwazania na temat istotnych z filozoficznego punktu widzenia wtasnodci
logik zakoficzymy przegladem réznych systeméw logicznych i wskazaniem, ktére z
nich wtasnosci te posiadajg. Moze to by¢ o tyle cickawe dla filozofa, ze dysponujac ta
informacja i wybierajgc jaka$ logike na formaing struktur¢ prowadzonych przez siebie
dociekaf, bedzie miat wigkszg Swiadomo$¢ wyptywajacych z tego wyboru ograniczen.

LOGIKA KLASYCZNA

W zdaniowej logice klasycznej wlasnosci INT i ROB sa réwnowazne i wynika z
nich wlasno§¢ BET. Oczywiscie logika ta ma wtasno$é FIN, STRUC, COMP, INT,
ROB, BET i HZ, a takze wlasno$é LYN.

Elementarna logika pierwszego rzgdu ma wlasnosci FIN, STRUC, COMP, INT,
ROB i BET.

Wiasnosci INT i ROB sa w niej rownowazne i wynika z nich BET. Logika ta ma
wiasnos¢ MAEH i LOFM. Ma tez wlasno$¢ HZ z tym zastrzezeniem, ze albo w jej
Jjezyku nie wystgpuje predykat identycznosci, albo nie jest on traktowany jako symbol
pozalogiczny.

Staba logika drugiego rzgdu ma wilasnosci FIN i STRUC, ale nie ma wtasnosci
COMP, INT i BET; petna logika drugiego rzedu ma wtasnoéci FIN, STRUC i INT,
ale nie ma wlasnoéci COMP i BET (por. [MOSTOWSKI}).

Z powyzszych ustalen wynika wige, ze logika klasyczna (zdaniowa i pierwszego
rzedu) jest wzorcowym przykladem logiki, ktéra moze zaakceptowaé filozof.

LOGIKA INTUICJONISTYCZNA I LOGIKI POSREDNIE

Logiki poSrednie (zdaniowe i pierwszego rzedu) sa to logiki zawierajace wszystkie
tezy logiki intuicjonistycznej (odpowiednio zdaniowej i pierwszego rzedu),
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sformutowane w jezyku Jsc (Jec). Sa one aksjomatycznymi wzmocnieniami logiki
intuicjonistycznej, co mozna interpretowaé w ten sposéb, ze nakladaja coraz silniejsze
(coraz bardziej zblizone do klasycznych) warunki na intuicjonistyczny spéjnik negacji i
alternatywy. Skrajnym przypadkiem logiki poSredniej jest wigc logika klasyczna.

Zdaniowe logiki posrednie i logiki posrednie pierwszego rzedu maja wilasnoSci
FIN, STRUC i COMP.

Udowodniono [MAKSIMOVA], ze istnieje doktadnie 7 zdaniowych logik poSred-
nich z wlasnoécia INT:

L, = logika intuicjonistyczna.

Ly=L; + (-0 v —);

Ly=Li+ (v (a=@v-B));

Li=Li+(@=B) vB=m)v((@a=-B)v(-p=a)

Ls=L3;+L,

Le=Li+(@=B)v(P= )

L;=L; + (o v —x) (logika klasyczna).

Dla posrednich logik zdaniowych udowodniono nastgpujace twierdzenia:

1) wlasno$é INT jest rownowazna wlasnos$ci ROB;

2) jesli logika ma wiasno$¢ INT, to ma wiasno$¢ HZ;

3) implikacyjny fragment intuicjonistycznej logiki zdaniowej ma wlasno$¢ INT, ale
istnieje nieprzeliczalnie wiele fragmentéw logiki intuicjonistycznej, ktdre nie maja
wiasnosci INT.

Jesli posrednia logika pierwszego rzedu ma wlasno$¢ INT, to ma tez whasnos§c
BET.

Gabbay ([GABBAY]) pokazal, ze dla posrednich logik pierwszego rzgdu z wias-
no$ci ROB wynika wtasno§¢ INT, ale nie odwrotnie. W szczeg6lnoSci intuicjonistycz-
na logika pierwszego rz¢du nie ma wtasnosci ROB.

LOGIKI MODALNE

Zdaniowe logiki modalne i logiki modalne pierwszego rzedu majg wtasnosci FIN,
STRUC, COMP.

Istnieje nie wigcej niz 38 normalnych zdaniowych logik modalnych nadbudowa-
nych nad logika S4 o wlasnosci INT.

Dla normalnych zdaniowych logik modalnych i nadbudowanych nad nimi logik
modalnych pierwszego rzedu udowodniono nastgpujace twierdzenia:

1) logika ma wiasno$¢ INT zawsze i tytko, gdy ma wlasno$é¢ ROB;

2) jesli logika ma wiasno$¢ INT, to ma wtasno$¢ HZ;

3) jeslli logika ma wiasno$¢ INT, to ma wtasno$¢ BET.

Zauwazmy, ze dla logik modalnych wazne jest nastgpujace twierdzenie:
TWIERDZENIE 7

Jesli zdaniowa logika modalna L nie ma wlasnosci HZ, to nadbudowana nad nig
logika modalna pierwszego rzgdu LQ nie ma wtasno$ci INT.
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SZKIC DOWODU

PokazaliSmy wyzej, ze jesli logika zdaniowa L nie ma wtasnosci HZ, to nadbudo-
wana nad nig logika pierwszego rzgdu LQ tez nie ma wlasno$ci HZ (twierdzenie 3).
Stad LQ nie ma wiasnosci INT.

W literaturze logicznej mozna znalez¢ uzasadnienia nastgpujacych faktdéw, dotycza-
cych powyzszych wlasnosci w roznych logikach modalnych.
FAKT 1

Nie maja wiasnosci HZ zdaniowe logiki modalne S1, S2 i S3 ((HALLDEN]).
FAKT 2

Maja wtasnosci HZ zdaniowe logiki modalne T, S4, S5 i wszystkie rozszerzenia
logiki S5 ((MCKINSEY]).
FAKT 3

Nie majg wlasnosci HZ zdaniowe logiki modalne K, E2, E3, E4, E5, D2, D3, D4,
D5 ([van BENTHEM, HUMBERSTONE] [LEMMON]).
FAKT 4 »

Maja wiasnosci ROB modalne logiki pierwszego rzgdu: KQ, D2Q, E2Q, E3Q,
S2Q, S3Q (IGABBAY]).
FAKT 5

Nie ma wiasnosci BET modalna logika pierwszego rzgdu S5Q ([FINE]).
SZKIC DOWODU FAKTU 5

Kit Fine udowodnit, ze logika SSQ nie ma wtasno$ci Betha. W teorii T =
Cnsso(OVy{O Vx [0 (P(x) = QO)]}, 0 Vy{-0O=3x [Q() = PX)]}) termin Q jest
definiowalny implicite, ale nie jest definiowalny explicite. A wigc logika SSQ nie ma
wiasnosci INT. )

Z powyzszych faktéw wyptywaja nast¢pujace wnioski.
WNIOSEK 1

Z tego, ze zdaniowa logika modalna L. ma wlasno§é interpolacji, nie wynika, ze
nadbudowana nad nig logika modalna pierwszego rzgdu LQ ma wlasno$¢ interpolacji
(fakty 2 i 5, twierdzenie 3).

Whiosek ten jest do$¢ intuicyjny. W logice pierwszego rzedu LQ nadbudowanej nad
L moga pojawié si¢ takie formuly kwantyfikatorowe, ktére «psujg» wlasno§é inter-
polacji.
WNIOSEK 2

Z tego, ze logika L nie ma wtasnosci Hallden-zupetnosci (a wigc nie ma wlasnosci
interpolacji) nie wynika, ze logika LQ nie ma wtasnosci interpolacji (fakty 1,31 4).

Whiosek ten wydaje si¢ sprzeczny z intuicja — je§li juz na poziomie logiki zdanio-
wej L sa takie formuty, dla ktérych nie istnieje formuta interpolujaca, to podobnie
powinno by¢ w nadbudowanej nad L logice pierwszego rzgdu LQ. Co wigcej zauwaz-
my, ze wniosek ten jest sprzeczny z twierdzeniem 5. Stad prawdopodobnie niektére
tezy przedstawione w artykule Gabbaya ((GABBAYY]) sa bledne.
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LOGIKI Z SILNANEGACJA

Logiki z silng negacja powstaja z logiki intuicjonistycznej jako jej aksjomatyczne
wzmocnienie przez dodanie aksjomatéw charakteryzujacych jednoargumentowy spoj-
nik silnej negacji. Takich logik jest nieprzeliczalnie wiele, ale tylko 14 z nich ma
wiasno$¢ INT.

LOGIKI WIELOWARTOSCIOWE

Rasiowa ([RASIOWAY]) udowodnita, ze wszystkie zdaniowe logiki wielowartoscio-
we maja whasno$¢ INT, a stad i BET.

Nie maja wlasnoéci INT implikacyjne fragmenty wszystkich wielowartoéciowych
logik Lukasiewicza.

LOGIKI NIEFREGOWSKIE

Logika niefregowska powstaje z rozszerzenia jgzyka logiki klasycznej o niepraw-
dziwosciowy sp6jnik identycznosci (= ). Pozwala to juz w samej logice (a nie tylko w
jej metajezyku) méwié o tym, ze pewne dwa zdania, ktdre sa rownowazne (maja te¢
sama warto$¢ logiczna), nie odnosza si¢ do tej samej sytuacji (maja r6zne denotacje).
Innymi stowy w logice takiej mozna odrzuci¢ aksjomat Fregego, zgodnie z ktérym,
wszystkie zdania prawdziwe denotujg ten sam byt Prawde, a wszystkie zdania
fatszywe — Falsz. Za jej pomoca mozna w szczegdlnosci formalizowaé niektore tezy
Traktatu logiczno-filozoficznego Wittgensteina. W zaleznoSci od tego jakie doktadnie
warunki natozymy na spdjnik U, powstaja rézne logiki niefregowskie ([SUSZKO],
[OMYLA]).

Zdaniowe logiki niefregowskie i logiki niefregowskie pierwszego rz¢du maja
wtasno$ci STRUC, FIN i COMP. Sa dla nich prawdziwe nastgpujace twierdzenia
([WOITOWICZ)):

1) logika ma wlasno§¢ INT zawsze i tylko, gdy ma wlasno$¢ ROB,;

2) jesli logika ma wtasno$¢ INT, to ma wlasnoé¢ HZ;

3) jeslli logika ma wlasnos¢ INT, to ma wlasnosé BET.

Na temat podstawowych zdaniowych logik niefregowskich wiadomo, ze:

1) logiki SCI, WT i WH maja matryce adekwatne, a wigc — z TWIERDZENIA 2

— maja wiasno$¢ HZ; maja tez wlasno$¢ INT i wiasnos¢ BET (por. [SUSZKO],
(LEMMON], [MALINOWSKI, MICHALCZYK]));

2) logiki WB, WBy i S3 nie maja wlasnosci HZ.

Na temat podstawowych logik niefregowskich pierwszego rzgdu wiadomo, ze

1) nie maja wlasnosci HZ, a stad i wlasnosci INT logiki PWB,, PWB, PWB1, PS3;
2) logika PWT ma wtasno$¢ INT, a stad ma tez wlasno$é HZ i ma wlasno$é¢ BET;
3) logika PWH nie ma wlasnosci INT.
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