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Whplyw teorii fraktali na modele zjawisk fizycznych

1. Rola matematyki w fizyce

Fizyka jest ta dziedzina nauk empirycznych, ktéra najwcze$niej zastosowata
matematyke do opisu badanych przez siebie zjawisk. Wielkie osiagnigcia fizyki i jej
przodujaca rola w gronie innych nauk wynikaja przede wszystkim z tego faktu. Mate-
matyka w naukach empirycznych — to przede wszystkim wielko$ci liczbowe, odpo-
wiadajace iloSciowym pomiarom podstawowych parametréw. Kiedy patrzymy na
nowoczesng nauke, to widzimy, ze ilo§ciowy opis zjawisk jest jej najwazniejsza cecha.
Teorie oparte na rozwazaniach jakoSciowych sa malo precyzyjne, a ich mozliwosci
wyjasniania i przewidywania sa powaznie ograniczone przez nieprecyzyjny aparat
pojeciowy. We wszystkich prawie naukach przyrodniczych, a zwlaszcza w fizyce, jezyk
matematyki jest podstawowym jezykiem, na bazie ktérego tworzy si¢ specyficzne
pojecia tych nauk, formuluje prawa i wyciaga wnioski. Sytuacje t¢ scharakteryzujemy
ogblnie — stwierdzajac, ze matematyka jest podstawa fizyki.

Ta podstawowa rola matematyki jest jasno widoczna w formalnej metodologii nauk
empirycznych, ktéra w jezyku tych nauk wyréznia trzy warstwy: pojeé logicznych,
poje¢ matematycznych i specyficznych poje¢¢ danej dziedziny. Przy obecnym stanie
wiedzy nie uznamy teorii przyrodniczej za §cislg, jezeli nie jest ona sformutowana w
odpowiednim formalizmie matematycznym. Nie wynika z tego jednak, ze teorie fizycz-
ne muszg by¢ sformalizowane. Jest to wymaganie zbyt silne nawet w stosunku do
wigkszosci teorii matematycznych, a w fizyce formalizuje si¢ teorie dojrzale, takie jak
termodynamika i mechanika klasyczna, na ktérych rozwdj zabieg ten nie ma zadnego
wplywu.

Doktadny opis zaleznosci pojg¢ matematycznych i empirycznych mozna znalezé w
odpowiednich tekstach z metodologii nauki. Celem tej pracy jest uchwycenie roli
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matematyki w dziedzinach rozwijajacych sig, kiedy uzywa si¢ w mato formalny sposob
pojeé i wzoréw okreslonej teorii matematycznej, traktujac ja jako przydatny jezyk.

Pojawia si¢ pytanie, jaki jest zwiazek pewnej dziedziny fizyki (ogélnie dziedziny
empirycznej) z uzywang w niej teoria matematyczna. Na ten temat napisano wiele,
prezentujac i uzasadniajac wiele stanowisk. Stanowiska te podzielg na dwie grupy. Do
pierwszej zalicz¢ poglady, zgodnie z ktorymi matematyka wywiera jednostronny
wplyw na inne nauki. Zgodnie z nimi matematyka jest traktowana jako dziedzina
czystej mysli. Nie jest ona catkowicie niezalezna od zmystowego do§wiadczenia, po-
niewaz pewne jej dzialy, takie jak geometria, maja wyraZnie empiryczne pochodzenie.
Jednak rozwéj tych dzialow i wysoki stopiefi abstrakcji, jaki osiagngty, w znacznym
stopniu uniezalezniaja je od empirycznego i pogladowego punktu wyjscia.

Pod tym wzglgdem historia geometrii jest niezwykle ciekawa i pouczajaca.
Powstata ona w starozytnosci jako nauka empiryczna i wspaniale si¢ rozwijata, stajac
si¢ podstawowym dzialemn matematyki greckiej. Byla to ponadto pierwsza teoria mate-
matyczna, ktora zostata zaksjomatyzowana, a Elementy Euklidesa na ponad tysiac lat
staly si¢ wzorem Scistego, formalnego myslenia, niezaleznego od intuicji, pogladowych
modeli i zwiazku z materialng rzeczywistoscia. W filozofii Platona Swiat bytow mate-
matycznych, w znacznej mierze posiadajacych charakter geometryczny, byt uznany za
bardziej podstawowy od §wiata materii. Wielu filozoféw uwierzylo, ze matematyka
nalezy do $wiata czystej mySli, stanowiacego podstawe ontologiczna lub poznawcza
$wiata postrzeganego zmystami.

Niezaleznie od stanowiska w sprawie istnienia bytow matematycznych, my§liciele
kofica osiemnastego wieku sadzili, ze nowoczesne przyrodoznawstwo jedynie korzysta
z matematyki, ktora jest dziedzna niezalezna od niego. Jednym z zadan filozofii Kanta
bylo uzasadnienie skuteczno$ci i roli matematyki w poznaniu empirycznym. Uwazat
on, ze geometria Euklidesa stanowi aprioryczng forme¢ ludzkiego my§lenia. Tak inter-
pretowana geometria byla nauka o podstawowych strukturach poznawczych cztowieka.
Odwrdcito to pierwotny stosunek geometrii i Swiata. Najpierw prawa geometrii
wynikaty z wlasno$ci mierzonych powierzchni i figur, a u Kanta wiasnosci te staty si¢
konsekwencja wrodzonej struktury my§lenia geometrycznego. Jedno si¢ nie zmienito.
Geometria byla jedna — euklidesowa.

Sformutowanie geometrii nieeuklidesowych i wynikajaca z tego ogoélna teoria prze-
strzeni metrycznych byly poczatkowo szokiem zaréwno dla matematykéw, jak i dla
filozoféw. Trudno byto sobie wyobrazié, ze geometrii moze by¢ wiele. Bylo to niezgod-
ne z ontologiczng i epistemologiczna rola przypisywana geometrii do tego czasu. Po
kilkudziesig¢ciu latach doprowadzito to do nowego spojrzenia na geometri¢, a w konsek-
wencji na cala matematyke. Matematyka oderwata si¢ od potocznych intuicji i poznania
zmystowego. Okazato sie, ze jest to pewna gra myslowa, w ktérej umyst moze
postugiwac si¢ pewnymi analogiami, lecz w zasadzie jest wolny w wyborze przedmiotu
swych badaii, byle tylko byt to przedmiot niesprzeczny i interesujacy. Filozoficzne
whnioski dotyczace filozofii nauki wyciagnat Poincaré, ktéry byl jednym z twércow
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konwencjonalizmu. Zgodnie z tym stanowiskiem istnieje wiele spojnych i efektywnych
formalnych opiséw zjawisk, a wyboér jednego z nich jest sprawa w znacznym stopniu
dowolna. Uczony kieruje si¢ w tym wyborze pewnymi kryteriami prostoty, wygody,
efektywnosci itp.

W konwencjonalizmie najwyraZniej wystgpuje ta podstawowa rola matematyki,
jako jezyka nauk empirycznych. Wspolcze$nie wielu filozoféw i metodologéw w taki
spos6b ujmuje t¢ sprawg. W Polsce rzecznikiem takiego stanowiska jest M. Heller,
ktérego gleboko nurtuje problem matematycznosci przyrody (Heller 1975). Uzywa on
metafory krawca, w ktérej matematyk jest jak krawiec, szyjacy ubrania dla duzego
sklepu. Ubrania te sa nastgpnie mierzone przez klientéw, ktérzy znajduja rozmiary i
fasony przydatne dla siebie. Problem mozna wdéwczas sformulowaé w nastgpujacy
sposdb: krawiec szyje ubrania bez ogladania si¢ na klientéw, dlaczego wigc pewne z
jego wytwordw tak dokladnie pasujg do tych klientdéw? Oczywiscie krawiec szyjacy
rzeczywiScie w ten sposdb szybko by zbankrutowal, bowiem szansa na znalezienie
klienta zadowolonego z jego ubrah bylaby minimalna. Natomiast czysta matematyka
traktowana jako swobodna gra ludzkiego umystu jest w tej wygodnej sytuacji, ze
przynajmniej pewne jej dzialy moga rozwija¢ si¢ niezaleznie od zastosowari. Dlatego
zastosowania takie wydaja si¢ nawet czyms$ zaskakujacym.

Taki obraz stosunku matematyki do nauk empirycznych jest odpowiedni tylko w
pewnych sytuacjach, mianowicie wtedy, gdy dany dzial matematyki jest juz dobrze
rozwinigty i czeka na zastosowanie lub znalaz! takie zastosowania. W formalnej meto-
dologii nauki jest to sytuacja standardowa, bowiem analizuje si¢ w niej teorie dojrzate,
ktére juz nie maja klopotdéw z podstawowymi pojeciami i prawami. Nauka jednak
szybko si¢ rozwija i dotyczy to matematyki w réwnym stopniu, co dziedzin empirycz-
nych. W trakcie tego rozwoju wigZ matematyki z przyrodoznawstwem staje si¢ bardziej
widoczna i nie jest to juz jednokierunkowy wplyw czystego my§lenia na opis empirii.

Takie wla$nie sytuacje beda przedmiotem moich rozwazaii. Przejde teraz do analizy
nauki w procesie rozwoju.

2. Wplyw nowej matematyki na fizyke

Uzywajac metafory krawca, rozwazymy teraz sytuacj¢, w ktdrej w matematyce
pojawia si¢ nowa teoria i teoria ta jest stosowana do fizyki. Historia geometrii nieeukli-
desowych i ich empirycznych zastosowaii jest dobrym tego przyktadem. Na poczatku
ubieglego stulecia jedyna geometrig byla geometria euklidesowa i ona to stanowita
podstawe fizycznego obrazu §wiata. Fizycy nie mogli my§le¢ inaczej, poniewaz ich
wyobraZnia nie mogla korzystaé z matematycznych modeli przestrzeni, ktére jeszcze
nie istnialy. Kiedy modele takie pojawily sie 1 uczeni przyzwyczaili si¢ do nich,
pojawila si¢ pokusa powigzania ich ze §wiatem empirii. Matematyczny problem zwigz-
ku trzech mozliwych geometrii — euklidesowej, eliptycznej i hiperbolicznej — zostat
rozwigzany w ten sposob, iz udowodniono, ze kazda z tych geometrii mozna wymode-
lowa¢ za pomoca pozostatych. Najtatwiej bylo wyobrazi¢ sobie geometrig eliptyczna,
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dla ktérej nie ma prostych réwnolegtych i kazde dwie proste przecinajg sig. Jest to
dobrze znana juz w starozytnosci geometria na kuli. Gdy potraktujemy powierzchnig
kuli jako calg przestrzefi, to otrzymamy zaleznosci charakterystyczne dla tej geometrii
nieeuklidesowej, ktorej podstawy zaproponowat Bolayi. Do kofica dziewigtnastego
wieku problemy interpretacji i powiazaf poszczegdlnych geometrii zostaty catkowicie
rozwigzane, a na przetomie wiekéw udowodniono, ze kazda geometria metryczna
powstaje z geometrii rzutowej, w ktdrej wyrdznia si¢ odpowiednia powierzchni¢ opi-
sang réwnaniem drugiego stopnia, tzw. kwadryke (Tempczyk 1990).

Réwnolegle do prac prowadzonych w samej geometrii, uczeni prébowali zastoso-
waé te nowe mozliwosci do opisu przestrzeni fizycznej. Skoro pojawily si¢ nowe
geometrie, to nie byto juz oczywiste, ze przestrzefi fizyczna musi by¢ euklidesowa.
Zaczeto zastanawiaé si¢ nad powiazaniem geometrii fizycznej z geometria matema-
tyczna. Zastanawiali si¢ nad tym czgsto ci sami ludzie, ktérzy tworzyli geometrig.
Najbardziej znanym przyktadem jest Gauss, ktory dokonal pomiaréw geodezyjnych
trojkata utworzonego z trzech wierzchotkdw gér Harzu, chcac stwierdzi¢, czy suma
katéw rzeczywistego trojkata jest naprawde rowna 180°. Prace te, opisane w wielu
ksigzkach poswigconych historii fizycznej koncepcji przestrzeni, pokazuja sytuacje
nieco odmienng od poprzedniej. Powstaje nowa teoria matematyczna i natychmiast
stosuje si¢ ja do tworzenia modeli fizycznych. Modele te sa na poczatku bardzo ogélne,
a dopiero w miarg rozwoju samej matematyki nabieraja precyzji.

Mato znanym a bardzo ciekawym przykiadem tego jest historia ogdlnej teorii
wzglednosci. Juz 50 lat przed Einsteinem Clifford sformulowat program opisu prze-
strzeni fizycznej jako zakrzywionej, w ktorej lokalne oddzialtywania wplywaja na
geometri¢ przestrzeni (Jammer 1954). Program ten, pod wzgledem intuicji i ogbinej
koncepcji bardzo podobny do teorii Einsteina, byl w owym czasie niewykonalny i
trzeba byto dlugo czekaé na jego realizacje. Warto wspomniec tutaj, ze Einstein na
biezgco §ledzil rozwdj geometrii rozniczkowe;j i stosowat jej najnowsze osiagnigcia.

Drugim przyktadem wplywu nowej matematyki na wazny dziat fizyki jest teoria
grup. Korzystajac z niej van der Waerden sformutowal mechanik¢ kwantowsg.
Sformutowanie to bylo poczatkowo nowym eleganckim sposobem opisu rzeczy zna-
nych; predko okazato si¢ jednak, ze daje ono nowy og6lny sposob opisu zjawisk, ktéry
mozna zastosowaé w wielu dziedzinach, na przyklad w krystalografii. Teoria grup byta
szczegblnie przydatna w klasyfikacjach réznego typu, ujmujagc podstawowa jedno$§¢
zjawisk lub obiektdéw rézniacych si¢ pod pewnymi istotnymi wzgledami. Klasyfikacje
takie oparte sa na teorii reprezentacji grup. Fizycy tak czesto i szeroko stosowali
reprezentacje, ze ich teoria stala si¢ bardziej dziatem fizyki niz matematyki. Gdy teoria
grup rozwingla si¢ jako dzial matematyki i jezyk teorii fizycznych, zaczgto stosowacé ja
w nauce w spos6b twérczy, na przyklad do klasyfikacji czastek elementarnych. Obecnie
nie mozna sobie wyobrazi¢ fizyki bez zaawansowanej teorii reprezentacji grup. Na
grupy cechowania patrzy si¢ jak na ogdlny schemat opisu wszystkich oddzialywan
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fundamentalnych. Dzigki opisowi grupowemu udato si¢ potaczy¢ ze soba odzialywania
stabe i elektromagnetyczne.

Podsumujmy oba przykiady. Pokazuja one, w jaki sposdb mozna pewne dziaty
matematyki stosowaC na biezaco w naukach przyrodniczych. Zastosowania te maja
wptyw obustronny. Fizyce daja nowe perspektywy i mozliwosci tworzenia nowych
modeli zjawisk, natomiast matematyke rozwijaja i wzbogacaja. W poczatkach nauki
nowozytnej przykladem takiej wigzi byt rachunek rézniczkowy i catkowy, ktéry od
poczatku byt jezykiem fizyki, i ktbrego pojecia miaty bardzo wyrazny sens fizyczny.
Dopiero w potowie dziewigtnastego wieku powstata precyzyjna teoria matematyczna
zwana ,,analiza matematyczng”.

Pozostat do oméwienia przypadek teorii, ktorych intuicje sa wzigte ze §wiata fizycz-
nego, a ktore w koicu staly si¢ czysta matematyka. Tak bylo w poczatkach geometrii, o
ktérej historii poczatkowej wiemy bardzo mato. Skierujemy wobec tego uwage na
teori¢ fraktali, ktéra powstata i rozwija si¢ pod wyraznym wplywem intuicji empirycz-
nych. Zaletg tego przykiadu jest to, ze jest on wspdlczesny; dlatego mozna na nim
przeSledzié istotne szczegdty zwiazku matematyki z fizyka, ktora nadal traktujemy jako
0go6lna nauke przyrodnicza.

3. Teoria fraktali

W roku 1982 B. Mandelbrot wydat swa najwazniejsza ksiazke The Fractal Geome-
try of Nature, w ktorej oglosit powstanie nowego dzialu matematyki: teorii fraktali.
Wprawdzie obiekty matematyczne nazwane przez niego ,,fraktalami” byly znane mate-
matykom od dawna (niektére z nich byly skonstruowane w potowie ubieglego stulecia),
nalezaty jednak do rozmaitych dzialéw matematyki i byty w nich traktowane w spos6b
wlasciwy tym teoriom. Fraktale — to z punktu widzenia klasycznej matematyki twory
bardzo dziwne. Kiedy zaczely si¢ pojawia¢, spowodowaly sporo zamieszania, ponie-
waz byly niezgodne z panujacymi wéwczas nawykami my§lenia i intuicjami. Czgsto
nie byto wiadomo, co z nimi zrobi¢ i jak je opisa¢. Na przyktad, pojedyncza trajektoria
ruchu Browna jest prawie zawsze krzywa ciagla, lecz nierdzniczkowalng i posiadajaca
w skoficzonym czasie nieskoficzong dlugo$¢. Mozna udowodnié, ze krzywe takie ist-
nieja, lecz trudno je opisaé, a zwlaszcza ujac to, co w nich najbardziej charakterystycz-
ne. Dlatego, jak pisze Mandelbrot, fraktale byty w przesztosci traktowane jak potwory,
z ktérymi trzeba si¢ rozprawié. Wiele z tych konstrukcji odegrato wazna rolg, poniewaz
na ich przykladzie matematycy ujrzeli ograniczenia stosowanych przez siebie pojeé,
zawezili zakres wielu twierdzen lub byli zmuszeni do sformutowania nowych kon-
cepcji.

Mandelbrot postanowit z tych dziwnych i zaledwie tolerowanych konstrukcji utwo-
rzy¢ nowy dzial, ktérego zadaniem bedzie opisanie tego, co we fraktalach najbardziej
charakterystyczne. Okazalo si¢ to przedsigwzigciem nadzwyczaj efektywnym i cieka-
wym, i w ciggu niewielu lat teoria fraktali rozwingla si¢ w przyzwoita dziedzing
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matematyki. Obecnie jest powszechnie znana i intensywnie rozwijana oraz stosowana
— zardwno w samej matematyce, jak i w naukach empirycznych.

Nie bedziemy wchodzili w szczegdty tej teorii, ktére mozna znalez¢ bez kiopotu w
odpowiednich podrecznikach, spojrzymy natomiast na jej rozwdj z punktu widzenia
zwiazku matematyki z empiria i codziennym do$wiadczeniem. Przyktadow tego zwiaz-
ku mozna znalez¢ wiele w same;j ksigzce Mandelbrota. Punktem wyjScia byly dla niego
nie tylko odpowiednie konstrukcje matematyczne, lecz rowniez wiele form i ksztattow
spotykanych w codziennym zyciu. Zauwazyl on, ze w matematyce istnieje ogromna
luka, polegajaca na tym, ze nie opisuje ona poprawnie wielu ksztalttéw powszechnie
spotykanych w przyrodzie. Chodzito o ksztalty poszarpane, nieregularne, petne zagie¢ 1
ostrych wierzchotkéw. Geometria i analiza matematyczna wiele osiagnety w sferze linii
gladkich, lokalnie dajacych si¢ opisa¢ za pomoca funkcji rézniczkowalnych. Na temat
takich funkgcji istnieje bogata i szczegélowa wiedza matematyczna. Réwniez geometria
rézniczkowa oparta jest na lokalnych operacjach rézniczkowania; dlatego jej zakres
ogranicza si¢ do krzywych i powierzchni rézniczkowalnych. Geometria rézniczkowa
jest w pewnym sensie teorig zamknigta. Opisata ona wszystko, co mogta. Miata ogrom-
ny wplyw na rozwdj fizyki, zwlaszcza ogélnej teorii wzglednosci i kosmologii, lecz
pozostawiata na boku obiekty i procesy, ktére nie sa odpowiednio gtadkie i regularne.
Fizycy musieli sobie jako$ radzi¢ z takimi zjawiskami, lecz szto im to opornie, ponie-
waz nie mieli odpowiednio elastycznego i rozwinigtego j¢zyka formalnego.

Z drugiej strony nieregularnych zjawisk i poszarpanych ksztattéw nauka zna wiele, i
nie sa to wcale sprawy odlegle od codziennego zycia. Wystarczy przyjrze¢ si¢ ptatkom
$niegu, zarysowi skalistych gor, poszarpanemu brzegowi Norwegii, liSciom paproci,
krysztatom itp. Mandelbrot tworzac swoja teori¢ chciat opisa¢ takze te ksztalty. Oto co
pisze na ten temat we wstepie do swej ksiazki (Mandelbrot 1982, s. 5):

Przyrodnicy beda (jak sadzg¢) zdziwieni i zadowoleni, gdy dowiedza sie, ze
niemato ksztattow, ktére nazywali ziarnistymi, potworkowatymi, posrednimi, pryszcza-
tymi, kroSciatymi, rozgatezionymi, podobnymi do wodorostéw, dziwnymi, splgtanymi,
pokreconymi, wijgcymi sig, kosmatymi, pomarszczonymi i tym podobnie, moze by¢ od
teraz opisanych w Scisly i silnie ilo§ciowy sposéb.

Matematycy beda (jak sadzg) zdziwieni i zadowoleni, gdy dowiedza sig, ze zbiory
dotychczas uznawane za wyjatkowe, moga w pewnym sensie by¢ uwazane za regute;
ze konstrukcje poczytywane za patologiczne moga w naturalny sposéb wyrastaé z
bardzo konkretnych probleméw, i ze badanie Natury moze poméc w rozwigzaniu
starych probleméw i dostarczy¢ tak wielu nowych zagadniefi.”

W sferze badania takich nieregularnych ksztattdéw brak bylo odpowiedniej teorii
matematycznej i zapotrzebowanie na taka teori¢ ze strony wielu nauk bylo ogromne.
Totez koncepcja Mandelbrota spotkata si¢ natychmiast z zainteresowaniem i entuzjaz-
mem wérdd przedstawicieli nauk zajmujacych sig strukturami o nieregularnej budowie,
fiz: kéw, chemikéw, geologéw, biologdéw, lekarzy. W przeciwiefistwie do nich wielu
mate matykéw nie uznawato osiagnig¢ Mandelbrota, o czym pisze J. Gleick w pigtym
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rozdziale ksiazki po§wieconej chaosowi (Gleick 1987). Teoria fraktali znalazta dzigki
temu wspdttworcdw réwniez wsiréd naukowcéw z dziedzin praktycznych. Tak byto
prawdopodobnie z geometrig w czasach starozytnych, a w naszym stuleciu podobnie
rozwingla si¢ teoria reprezentacji grup, powszechnie stosowana w fizyce. Obecnie
nawet stosunkowo zaawansowane monografie z teorii fraktali poS§wigcaja wiele uwagi
praktycznym przykladom i zastosowaniom (Falconer 1989). Nie zmienia to podstawo-
wego faktu, ze jest to dobrze rozwinigta teoria matematyczna.

4, Zastosowanie fraktali w fizyce

Zajmiemy si¢ teraz nieco dokladniej aktualnymi zastosowaniami tej teorii w roz-
maitych dziatach fizyki. Ot6z zastosowania takie pojawily si¢ bardzo szybko. Fizycy
natychmiast zorientowali si¢, jakie wspaniate mozliwosci daje ten nowy formalizm w
tych dziatach, ktére z racji braku regularnosci opisywanych zjawisk miaty klopoty z ich
zadowalajgcym ujeciem i zrozumieniem. Wiele proceséw zachodzacych w warunkach
dalekich od stanu rGwnowagi przebiega w nieregularny i miejscami gwaltowny sposéb.
Dobrze znanym przykladem sa zawirowania widoczne w szybko pltynacej wodzie.
Struktura wiréw, intuicyjnie dobrze znana prawie kazdemu, jest nieskoficzenie bogata i
zmienna. Podstawg zastosowania klasycznej geometrii i analizy matematycznej do
opisu ksztattéw jest istnienie w nich granicy komplikacji, po osiagnigciu ktérej dana
struktura staje si¢ prosta i gtadka. Istnienie takiej granicy zapewnia rézniczkowalno$§é
danej krzywej. Mozna metaforycznie powiedzie¢, ze linie i powierzchnie regularne
zawieraja skoficzong ilo§¢ informacji. W przeciwiefistwie do nich fraktale — to takie
zbiory, ktorych struktura jest skomplikowana w kazdej skali, a ponadto takie, ze kazdy
dowolnie maty fragment ma ksztalt podobny do ksztattu catosci. Biorac pod uwagg t¢
ceche, Mandelbrot zdefiniowat fraktale jako obiekty samopodobne, to znaczy takie,
kt6rych drobne fragmenty sa zawsze podobne do catosci. Klasyczne przyktady zbioru
Cantora lub dywanu Sierpifiskiego sa wlasnie takie. Definicja ta nie byla zadowalajaca
formalnie i trzeba bylo ja uscislié, jednak cecha samopodobiefistwa zostata wyrézniona
trafnie i pozostata (Wicks 1991).

Dynamiczne zawirowania w cieczach sg samopodobne. Gdy coraz dok}adniej przy-
gladamy si¢ wirom, to dostrzegamy coraz wigcej szczegdléw, ktore z kolei zawieraja
nastepne szczego6ty i droga ta nie ma kofica. Réwniez wiele struktur spotykanych w
przyrodzie ma podobng budowg. Przyjrzyjmy si¢ skalistym graniom gérskim. Sg one
poszarpane i pelne sterczacych wypustek. Gdy podejdziemy blizej dostrzegamy coraz
wigcej nierdwnosci, na sterczacych skatach pojawiaja si¢ nowe kolce, a na nich
nastepne wypustki i tak dalej. Wiadomo oczywiScie, ze zadna materialna struktura nie
moze by¢ bez kofica pogmatwana i poszarpana ze wzgledu na atomowa budowe mate-
rii; jednakze w praktyce nauka prawie nigdy nie schodzi na ten poziom i mozna z
dobrym przyblizeniem opisywaé poszarpany brzeg Norwegii, skaliste gory, ptatki $nie-
gu i rosnace krysztaly jako samopodobne. Zastosowanie do takich zjawisk fraktali daje
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ciekawe 1 ogdlne wyniki, a ponadto dostarcza nowych efektywnych metod rachunko-
wych.

Takie poszarpane powierzchnie, wystgpujace u obiektéw materialnych réznego ro-
dzaju i w réznych skalach, staly si¢ idealnym obiektem badai uczonych, stosujacych
geometrie fraktali jako jezyk matematyczny. Obecnie w znacznym stopniu dzigki tej
teorii rozwija si¢ samodzielna galaZz nauk przyrodniczych, nazywana ,,naukg o powierz-
chniach” (surface science), ktorej zasadniczym zadaniem jest opis nieregularnych po-
wierzchni, pojawiajacych sie zarébwno na obiektach statycznych, takich jak skaly, jak i
dynamicznych, jak na przyklad rosnace krysztaly, ktérych znanymi przykladami sg
platki $niegu (Family, Vicsek 1991). Platek $niegu powstaje z malefkiego krysztatu
wody, ktéry ma symetri¢ szeSciokatna, a nastgpnie spadajac okoto godziny na ziemi¢ w
wilgotnym powietrzu rozgalezia si¢ i roénie zaleznie od lokalnych warunkéw panuja-
cych w zaburzonym powietrzu. Poniewaz jego ostateczny ksztalt jest niejako zapisem
jego historii, a mozliwych historii jest nieskonczenie wiele, wszystkie platki roznia si¢
miedzy soba, chociaz wspdlna jest im szeSciokatna symetria poczatkowa (Gleick 1987,
s. 309). Podobnie nieregularne sa krysztaly rosnace w roztworach réznych zwigzkoéw
chemicznych, porowate skaty, powierzchnie metali itp. Wszystkie tego typu powierz-
chnie mozna modelowaé za pomoca teorii fraktali.

Roéwniez w przyrodzie ozywionej czgsto spotykamy konstrukcje, do opisu ktérych
najwygodniejsze i najodpowiedniejsze sa fraktale. Sg to przede wszystkim organizmy
rozgaleziajace sie na coraz drobniejsze czgsci, ktore nie posiadaja wyraznej granicy
tego rozdrobnienia, takie jak gabki, paprocie, naczynia przewodzace w liSciach, naczy-
nia wloskowate u zwierzat, unerwienie itp. Do niedawna uczeni nie wiedzieli, jak
zabraé si¢ do tego rodzaju tworéw, poniewaz nie pasowaly one do gtadkich krzywych i
powierzchni, za pomoca ktérych modelowano zjawiska przyrody. Teraz jest to ciekawy
i samodzielny dzial nauk empirycznych, przekraczajacy dawne podzialy. Mozna na
przyktad — w podobny spos6éb podchodzié do wzrostu i ksztaltéw gabek oraz do
dynamiki i struktury miast (Crilly, Earnshow, Jones 1991, rozdz. 3 i 4). Nowoczesne
metody stosowane w nauce o powierzchniach podane sa wraz z zastosowaniami w
ksiazce Dynamics of Fractal Surfaces (Belair, Dubuc 1991).

Nastepna dziedzing, w ktorej fraktale znalazly szybkie zastosowanie, i ktéra dzieki
nim znacznie si¢ rozwingla, jest teoria chaosu. Jest to teoria nieliniowych burzliwie
rozwijajacych si¢ uktadéw dynamicznych. W uktadach tych, stosujac komputery, od-
kryto niestychanie bogata i skomplikowana strukture, ktdrej ztozonoSci nie mozna
opisa¢ zadowalajaco klasycznymi metodami, poniewaz metody te sa zbyt uproszczone i
niedoktadne. Najciekawszg cechg takich ukladéw jest istnienie w ich przestrzeniach
fazowych obszar6w skupiajacych w sobie dlugookresowe rozwiagzania réwnan. Obsza-
ry takie nazwano atraktorami. Nauka klasyczna znata atraktory. Na przyktad w dwuwy-
niiarowej przestrzeni fazowej mozliwe s3 tylko dwa rodzaje atraktoréw: punkty i cykle
graticzne. Tymczasem w przestrzeniach bogatszych odkryto niewyobrazalne bogactwo
atrai tordw, ktore ze wzgledu na ich niebanalna skomplikowang struktur¢ nazwano
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dziwnymi (Schuster 1993). Dziwne atraktory s3 fraktalami. Odkryto je w wielu rodza-
jach réwnan nieliniowych.

Nie warto doktadnie wylicza¢ wszystkich ciekawych zastosowafi teorii fraktali w
naukach fizycznych i pokrewnych naukach przyrodniczych. Wspomnijmy jeszcze o
fizyce statystycznej, o teorii ruchu Browna, o dynamice wielu rodzajéow proceséw, a
nawet o kosmologii (Grabifiska 1992, rozdz. 5). Celem tego powierzchownego prze-
gladu jest pokazanie, jak bardzo teoria fraktali wptyneta na fizyke. Wplyw ten oméwi-
my teraz z metodologicznego i filozoficznego punktu widzenia.

5. Teoria fraktali a zmiany w fizyce

Spojrzymy wigc na zmiany spowodowane przez teori¢ fraktali w teoriach fizycz-
nych jako na zmian¢ paradygmatu. Nie jest to oczywiScie zadna wielka rewolucja
naukowa w rodzaju teorii wzglednosci, niemniej jednak catkowicie nowy punkt widze-
nia na dziwaczne ksztalty wielu obiektéw przyrody spowodowat istotne zmiany w
teoriach badajacych te obiekty. Przyrodnicy otrzymali nowe narzgdzie matematyczne,
ktérego potrzebowali od dawna, dlatego natychmiast zastosowali je z bardzo dobrymi
wynikami. O wynikach tych byla juz mowa. Teraz zanalizujemy je stosujac Kuhno-
wskie pojgcie paradygmatu i zmiany paradygmatu: zastapienia jednego przez inny. Oto
oméwione w punktach podstawowe cechy aktualnej sytuacji.

(a) Mandelbrot podkre$la, ze fraktale byly przez klasyczna matematyke traktowane
jako konstrukcje odbiegajace od normy, dziwaczne, trudne do opisania, a czesto sprze-
czne z intuicja. Spotykane w przyrodzie odpowiedniki fraktali nie mogly byé przez
naukowcow traktowane w podobny sposob, poniewaz nie sa one wcale rzadkoscia, a w
wielu dziedzinach stanowia regul¢. Kiedy jednak do opisu takich obiektéw stosowano
analiz¢ matematyczng i geometri¢ rézniczkowa, to pojawialy si¢ powazne trudnosci,
poniewaz teorie te nie pasowaty do zadai, jakie im stawiano. Mozna powiedziec, ze
przyrodnicy uzbrojeni w klasyczna matematyke¢ byli czg§ciowo bezsilni, poniewaz nie
wiedzieli jak uchwyci¢, opisaé i wyjasni¢ to, co w danych zjawiskach i ciatach bylo
najbardziej widoczne: ich postrzgpiona, niestychanie bogata strukturg. Z tego powodu
tego typu teorie byly stosunkowo mato rozwinigte, miaty fenomenologiczny i niepetny
charakter. Rozwijano je, poniewaz byly potrzebne i czgsto bardzo wazne praktycznie,
lecz brakowato im petnosci i elegancji innych rozwinigtych teorii fizycznych.

Sytuacja ulegta istotnej zmianie po zastosowaniu teorii fraktali. Nie trzeba juz
unika¢ lub w okrezny sposob opisywaé waznych wlasciwosci takich zjawisk. Nowa
teoria matematyczna wiasnie po to zostala stworzona, aby je bada¢ zarGwno jakoscio-
wo, jak i ilo§ciowo. Jest to zjawisko typowe po wprowadzeniu w danej dziedzinie
nowego, bardziej dopasowanego do rzeczywisto$ci opisu zjawisk i zwiazanej z nim
teorii. Na przyklad, macierzowa mechanika Heisenberga byla takim nowym jezykiem
dla fizyki kwantowej. Z samych formalnych wlasnosci macierzy wynikaty pewne istot-
ne wlasnosci proceséw mikro§wiata, ktére uzywajac klasycznych metod opisywano w
spos6b sztuczny i niekompletny. Podobnie jest obecnie z fraktalnym opisem porowa-
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tych skal, dynamiki proceséw turbulentnych, czy struktury rosnzicych krysztatéw. Teo-
ria fraktali stanowi naturalny i efektywny schemat opisu tych proceséw.

(b) Dzieki nowej geometrii odkrywa si¢ ogdine prawa, wiazace ze sobg zjawiska
nalezace do odrgbnych dziedzin. Nie jest wazna szczeg6lowa dynamika tych zjawisk
ani ich podstawowe sktadniki, lecz ich fraktalna struktura i odpowiednie matematyczne
wlasnosci fraktali. Wiasnosci te wystepuja w wielu dziedzinach; dlatego nowa teoria
tworzy nowy rodzaj ogdlnosci i prowadzi do nowego rodzaju wyja$niania. Tak bylo w
historii fizyki wiele razy. Na przyktlad, termodynamika przekroczyta podziaty dokonane
przez mechanike, a teoria atomowa zintegrowata prawie cata fizyke i chemie. W mniej-
szym zakresie, lecz réwnie skutecznie robi to obecnie teoria fraktali.

Oprocz praw pojawily si¢ typowe uniwersalne przyklady tych wtasnoSci materii,
ktore staly si¢ najwazniejsze w nowej teorii. Platki $niegu, ktore byly dotychczas
trudnym do opisania przyktadem bogactwa form przyrody, staly si¢ modelem
ksztaltowania sie postrz¢pionych struktur fraktalnych. Ponadto powstaty i rozwijaja si¢
nowe metody rachunkowe, korzystajace z pojecia utamkowych wymiaréw, gene-
ratoréw, wspdlczynikoéw kontrakcji itp.

(c) Nowy jezyk i sposdb opisu prowadzi do ujawnienia i opisania analogii, ktore
dawniej albo byly catkowicie niewidoczne, albo tez nie mozna bylo uchwyci¢ ich
istoty. Te nowe cechy i podobiefistwa prowadza z kolei do nowych klasyfikacji obiek-
tow i zjawisk. Klasyfikacje te nakladaja si¢ na stare podzialy, zacieraja je lub ignoruja,
poniewaz chodzi teraz o co innego. Podobiefistwo ksztaltéw i sposobu dynamicznego
rozwoju pewnych klas obiektéw moze sta¢ si¢ podstawa dla stosowania jednakowych
praw i vasuwania daleko idacych wnioskéw. Jest to tez bardzo wazna cecha wprowa-
dzenia nowego paradygmatu.

(d) Przy wprowadzeniu nowego sposobu opisu zjawisk natychmiast pojawia si¢ cata
sfera nowych mozliwoéci. W poczatkowym okresie jest wiele do zrobienia i mozna
stosunkowo szybko uzyskaé ciekawe istotne wyniki. Dobrym przykladem takiej sytu-
acji jest okres rozwoju mechaniki kwantowej. W ciagu okolo dziesigciu lat nowe istotne
rezultaty pojawialy si¢ prawie bez przerwy. Niewiele bylo osrodkéw na $wiecie, w
ktérych dobrze rozumiano co si¢ dzieje, dlatego prawie wszyscy uczestnicy seminariéw
Bohra i Borna stali si¢ wybitnymi fizykami i prawie wszyscy wielcy twércy nowej
fizyki byli zwiazani z tymi o$rodkami. Teoria fraktali nie jest takim przetomem, jednak
nowe mozliwosci, ktére niesie, réwniez doprowadzity do wielu istotnych osiagnig¢.
Jest ona tatwa do zrozumienia, dlatego fizycy nauczyli si¢ jej bez klopotéw i zaczeli
powszechnie stosowaé. Oprdcz tego jej zasigg jest o wiele wigkszy niz zasigg podsta-
wowych teorii fizycznych. Teorie podstawowe zmieniaja istotnie nasze zrozumienie
materii, zdarza si¢ jednak, ze ich przewidywania i zasigg jest powaznie ograniczony.
Taka teorig jest ogdlna teoria wzglednosci. Przewidziala ona niewiele, a naprawde
stosuje si¢ ja tylko w teorii czasoprzestrzeni, teorii czarnych dziur i w kosmologii.
Fraktale sa mniej rewolucyjne, za to o wiele bardziej konkretne i efektywne, oparte na
tej geometrii modele pojawily si¢ we wszystkich prawie naukach empirycznych.
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(e) Obserwujemy silne powiazanie matematyki z naukami empirycznymi. Teoria
fraktali jest podstawag rozwoju wielu dziedzin, sama jednak korzysta z nich. Bierze z
nich przyklady, problemy i rozwiazania. Bgdac niewatpliwie teorig matematyczna,
rozwija si¢ w silnym zwiazku z innymi naukami. Taki byt przez poéttora wieku rozwgj
analizy matematycznej. Ci sami ludzie rozwijali analiz¢ i stosowali ja. Granica miedzy
matematyka i jej zastosowaniami byla nieostra i ptynna. Historia klasycznej mechaniki
pokazuje wiele takich powiazafi i wspdlnych rezuitatéw. Podobnie dzieje sie z teoria
fraktali. Na przykiad, generowanie fraktali statystycznych lezy na granicy migdzy
teoria a metodami rachunkowymi i modelami wzigtymi z przyrody, takimi jak li§cie
paproci. Wida¢ na tym przykladzie, jak odlegly od praktycznej dziatalno$ci matematy-
kéw jest model matematyka jako krawca szyjacego ubrania bez zwracania uwagi na
klientdw i ich potrzeby. Wiele bardzo abstrakcyjnych dziedzin rozwija si¢ obecnie w
taki sposéb; nie wiadomo jednak, czy nie znajda one nagle zastosowan w fizyce lub w
jakiej$ innej nauce. Lie byt krytykowany za to, ze bada grupy oderwane od rzeczywi-
stosci, i ze jego teoria nigdy si¢ nie przyda. Minelo kilkadziesiat lat i jego teoria stata
si¢ narz¢dziem fizyki, a zastosowania fizyczne spowodowaly okres szybkiego rozwoju
same;j tej teorii. W omawianym przez nas przypadku matematyka i nauki przyrodnicze
rozwijaja si¢ caly czas razem i sg silnie powigzane ze soba.

() Uczeni sa §wiadomi, ze ich punkt widzenia i opis przyrody jest nowy. Oto co
Barnsley pisze we wstepie do swojej ksigzki (Barnsley 1988, s. 1): ,,Geometria fraktali
spowoduje, ze bedziesz wszystko widziat inaczej. Dalsze czytanie jest niebezpieczne.
Ryzykujemy utrata dziecinnego obrazu chmur, laséw, galaktyk, lidci, pidr, skal, gér,
potokéw wody, dywanow, cegiel i wielu innych rzeczy. Juz nigdy nasza interpretacja
tych rzeczy nie begdzie taka sama... Geometria fraktali jest rozszerzeniem geometrii
klasycznej. Mozna jej uzy¢ do tworzenia doktadnych modeli struktur fizycznych, od
paproci do galaktyk. Geometria fraktali jest nowym jezykiem. Gdy potrafimy nim
moéwi€, mozemy opisaé ksztalt chmury tak dokladnie, jak architekt moze opisa¢ dom.”

Mamy zatem do czynienia z powstaniem i rozwojem nowego sposobu opisu zja-
wisk, z nowym punktem widzenia na przyrodg.

(g) Na poziomie organizacji nauki nowa dziedzina pojawila si¢ jako nowe specjali-
zacje, nowa tematyka prac, nowe czasopisma i konferencje po§wigcone fraktalnym
modelom najrézniejszych zjawisk. Wszystko to dzieje si¢ szybko i jednoczesnie. Na
przyklad, trzy nowe czasopisma Chaos Solitons & Fractals. Applications in Science
and Engineering; Journal of Nonlinear Science i Nonlinear Science Today zaczg¢to
wydawaé¢ w jednym 1991 roku. Podobnie przegladajac katalogi najpowazniejszych
wydawnictw naukowych obserwuje si¢ mnostwo tytuldw zwigzanych z tg tematyka.
Teoria fraktali stala sie trwalg cze$cig nowoczesnej nauki.

Te cechy aktualnego stanu badai pokazuja, jak szeroko i powaznie fraktale zmienity
nauki empiryczne. Jest to nie tyle rewolucja naukowa w sensie gruntownej przebudowy
nauki, ile raczej pojawienie si¢ uzupetniajagcego modelu zjawisk. Nie jest prawda, ze
odmienne paradygmaty musza si¢ zwalczaé, a ich przedstawiciele nie moga si¢ porozu-
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mieé. W przypadkach takich drobnych «rewolucji» mamy do czynienia ze wzbogace-
niem jezyka i mozliwosci poznawczych nauki; z pojawieniem sig klasy nowych modeli,
opartych na nowej pojgciowo teorii formalne;j.

W pracy niniejszej skupilem uwage na sytuacji panujacej w nauce, nie wspominajac
o ciekawych filozoficznych konsekwencjach nowej teorii. Jedng z nich jest pojecie
prostoty, omawiane przez samego Mandelbrota. Pokazuje on, ze przechodzac od klasy-
cznego do fraktalnego opisu ksztaltdéw zmieniamy pojecie prostoty. Dowodzi przekor-
nie, ze zbiér Cantora lub dywan Sierpinskiego sa prostsze od kota. Takich spraw jest
wiele, ale wykraczaja one poza temat tej pracy. Chodzilo mi tutaj przede wszystkim o
pokazanie, jak bardzo matematyka jest spleciona z naukami empirycznymi, i w jaki
sposéb oba typy nauk zwrotnie wplywaja na siebie.
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