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JakoSciowe teorie czasoprzestrzeni

Za jedno z najpowazniejszych wyzwan dla stanowiska, negujacego istnienie przed-
miotéw abstrakcyjnych — a ogdlniej, dla wszelkich stanowisk, podajacych w watpli-
woSC istnienie jakiegokolwiek zwigzku ontologicznego pomigdzy $wiatem fizycznym a
domniemanym §wiatem obiektéw abstrakcyjnych — uwazam fakt stosowalno$ci mate-
matyki przy opisie rzeczywistosci fizycznej. Doktadniej, chodzi tu o znany powszech-
nie fakt, ze niemal wszystkie teorie fizyczne stosuja (nierzadko bardzo zaawansowany)
aparat matematyczny — czyli, zgodnie z Quine’owskim kryterium zobowigzan ontolo-
gicznych, zakladaja istnienie catego szeregu obiektéw matematycznych: liczb, wekto-
row, tensorOw, rozmaitosci rézniczkowalnych itd. Co wigcej, ze wzgledu na to, ze
aparat matematyczny wydaje si¢ niezbgdny do wyrazenia naszej wiedzy o $wiecie
fizycznym, mozna przypuszczaé, iz istnieje jakas korelacja pomigdzy §wiatem bytow
abstrakcyjnych a dziedzing bytow fizycznych. Hipoteze te okreSla si¢ czasem mianem
»t€zy o matematycznoSci przyrody”. Teza ta rodzi jednak szereg trudno$ci natury
ontologicznej i epistemologicznej, stad tez niektérzy probuja podwazyé zalozenie o
niezbednoSci matematyki w teoriach empirycznych.

Najdalej idgcg probe w tym kierunku podjat Hartry Field, ktory usitowat pokazaé,
ze jest mozliwe dla standardowych teorii fizycznych, sformutowanie empirycznie row-
nowaznych odpowiednikéw, nie postugujacych si¢ jednakze terminami matematycz-
nymi sensu stricto? Przyjeta przez niego metoda postgpowania polega, w
najogdlniejszych zarysach, na wprowadzeniu do j¢zyka zmatematyzowanych teorii
empirycznych zestawu predykatow «jakoSciowych», okreSlonych na zbiorze obiektéw
materialnych, a nastgpnie na pokazaniu, ze przy pomocy tych predykatéw mozna

!Praca niniejsza zostata napisana w ramach grantu KBN 1 HOIA 024 10.
2Por. H. Field, Science without Numbers, Princeton 1980.
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wyrazi¢ kazde pojecie definiowalne w tej teorii. W ten sposéb teoria wyjSciowa moze
zosta¢ zastapiona teorig sformulowana przy pomocy samych tylko predykatéw ja-
kosciowych. W swojej konstrukcji Field postuguje si¢ metoda przejgta z ogbine;j teorii
pomiaru (kluczowa rol¢ odgrywa w niej tzw. twierdzenie o reprezentacji). Teorig fi-
zyczng, ktdéra udalo si¢ Fieldowi przelozy¢ na jezyk jakoSciowy, jest Newtonowska
teoria grawitacji. Jako krok wstgpny do swojej konstrukcji, Field sformutowat rowniez
zarys jako$ciowej teorii czasoprzestrzeni Galileusza.?

W niniejszej pracy chciatbym nieco doktadniej zaja¢ si¢ problemem jakosciowego
sformutowania dwéch teorii czasoprzestrzeni: teorii Galileusza i teorii Minkowskiego
(relatywistycznej). Ogdlny sposéb postepowania, przyjety w pracy, bedzie zgodny z
metoda Fielda, aczkolwiek chcialbym nieco wigkszy nacisk potozyé na strong tech-
niczng proponowanych rozstrzygnig¢. W szczegdlnosci zalezy mi na tym, aby pokazaé,
ze przy pomocy odpowiedniego zestawu predykatéw jakoSciowych mozliwe jest od-
tworzenie pelnej matematycznej struktury czasoprzestrzeni — zaréwno Galileuszo-
wskiej, jak i relatywistycznej.

Struktura niniejszej pracy jest nastgpujaca. Rozwazania swoje zaczng od przedsta-
wienia standardowego matematycznego ujgcia tzw. przestrzeni afinicznych, stanowia-
cych podstawe dla sformutowania obu wspomnianych teorii czasoprzestrzeni.
Nastepnie pokaze, ze przy pomocy jednego predykatu jako§ciowego mozna zdefinio-
waé cata matematyczng strukturg przestrzeni afinicznej. Okazuje sie zatem, ze matema-
tyczna teoria przestrzeni afinicznych jest definicyjnym rozszerzeniem pewnej teorii
jakosciowej. W paragrafie 2 przejde do analizy teorii Galileuszowskiej. Znowu zaczne
od przedstawienia jej matematycznego ujecia, by nastepnie sformulowaé wersje ja-
koSciowg. Analogiczng konstrukcje dla wypadku czasoprzestrzeni Minkowskiego,
przeprowadze¢ w paragrafie 3.

W trakcie wspomnianych konstrukcji formutowaé bede odpowiednie definicje pojeé
matematycznych (niekiedy do$¢ skomplikowane), przy pomocy zestawu predykatéw
jakosciowych. Definicje te wymagaja oczywiscie dowodu poprawnogci — tzn. musimy
mie¢ pewno$¢, ze definiowane pojecia sa rzeczywiscie tozsame ze standardowymi
pojeciami matematycznymi. W niniejszym artykule zamieszczam dowody popraw-
nosci, ktére mozna by nazwa¢ «wewngtrznymi», tzn. bgde pokazywat, ze formutowane
definicje sa dowodliwe na gruncie zmatematyzowanych teorii czasoprzestrzeni. Mozna
rowniez méwi¢ o poprawnosci «zewngtrznej» definicji — chodzi wtedy o to, czy
aksjomaty, ustalajace sens odpowiednich predykatéw jako$ciowych, gwarantuja popra-
wno$¢ takich definicji (np. jednoznaczno$¢, czy istnienie). Ta kwestig nie bede sie
zajmowal, odsylajac Czytelnika do literatury.

3Krytyczne omodwienie koncepcji Fielda mozna znalezé np. w: K. Wojtowicz, ,,Czy matematyka jest
niezb¢dna w nauce?”, Filozofia Nauki 3-4(1994), s. 141-160. Por. rowniez moja polemike: T. Bigaj, ,,Kilka
uwag w sprawie niezb¢dnoSci matematyki w nauce”, ibid., s. 161-173.
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1. Przestrzenie afiniczne

Przestrzen afiniczna jest to trojka (E, V, +), gdzie E jest niepustym zbiorem, V —
przestrzenig wektorowa, a + — dwuargumentowa operacja (+: E X V — E), spetniajaca
nastepujace warunki:

(HhVxe EVu,ve V x+u)+v=x+(u®v),;

2Q)Vxe Ex+0=ux;

(B)Vxe EVYue Vx+u=x=>u=0;

4)Vx,ye ES3ue Vx+u=y,
gdzie @ jest operacja dodawania wektorow w przestrzeni V, a 0 — to wektor zerowy.4

Warunki powyzsze gwarantuja, ze w przestrzeni afinicznej okre§lona jest operacja
«dodawania» wektora do punktu, czego rezultatem jest pewien punkt. Warunek (4)
zapewnia, ze dla kazdych dwéch punktéw istnieje wektor taki, ze dodany do pierwsze-
go z tych punktdéw daje punkt drugi. Korzystajac z powyzszych warunkdw oraz defini-
cyjnych wlasno$ci przestrzeni wektorowych tatwo mozna udowodnié, ze dla kazdych
punktow x i y istnieje dokladnie jeden wektor, spetniajacy warunek (4). Wektor ten
bedziemy nazywac ,,rdznica punktdéw yi x” i oznaczaé go przez ,,y — x™.

Struktura narzucona na zbiér punktdéw E przez operacj¢ + pozwala na wprowadze-
nie w E ukladu wspdlrzednych. Niech o € E begdzie pewnym wyrdznionym elementem
E. Mozna wtedy zdefiniowaé odwzorowanie ¢: E — V takie, ze §(x) = x — o (¢ przypo-
rzadkowuje kazdemu punktowi wektor, bgdacy réznica tego punktu i punktu o). Latwo
wida¢, ze ¢(o) = 0. Punkt 0 ma, jak latwo si¢ domysSli¢, odgrywa¢ rol¢ poczatku uktadu
wspotrzednych. Niech teraz e = (ey, ..., €,) bedzie baza n-wymiarowej przestrzeni V.
Para (o0, e) wyznacza uktad wspélrzgdnych w E, tzn odwzorowanie przyporzadkowu-
jace kazdemu punktowi z E n-tk¢ liczb rzeczywistych. Odwzorowanie to definiujemy
nastgpujaco. Wezmy dowolny x € E. Z definicji funkcji ¢ mamy, ze x = 0 + ¢(x).

n
Rozt6zmy teraz wektor ¢(x) wzglgdem bazy e: ¢(x) = :z' Vi €i- Wspdtczynniki rozktadu
(v15 .., Vi) sa zadanymi wspotrzednymi punktu x. Jak widaé, wspétrzedne punktu o
wynosza (0, ..., 0).

W teorii przestrzeni afinicznych niezmiernie istotna rolg odgrywaja tzw. prze-
ksztatcenia afiniczne — czyli automorfizmy struktury afinicznej. Doktadniej,

»przeksztalceniem afinicznym” nazwiemy par¢ odwzorowatt (f, oy), gdzie f: E ln—:‘>l E,
og V l;—a)' V, oraz spelniony jest warunek:

Vx,ye EVue V x+u=y=flx)+ oyu) =fy).

SprawdZmy dokladniej, jaka posta¢ maja przeksztalcenia afiniczne. Z warunku (1)
definicji przestrzeni afinicznej wynika, ze o musi by¢ przeksztalceniem liniowym, tzn.
ofu @ v) = ou) ® o(v) i ofAu) = Ao(u), gdzie A jest liczbg rzeczywista. Zatem w

4Por. np. W. Kopczyfiski, A. Trautman, Czasoprzestrzeri i grawitacja, Warszawa 1984, s. 45 i nast.
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pewnej bazie przestrzeni V odwzorowanie 0 ma posta¢ macierzy n X n 0 wyznaczniku
ré6znym od zera. Zauwazmy ponadto, ze kazde przeksztalcenie 0y okresla odwzorowa-
nie f z dokladnoscia do translacji. Rozwazmy bowiem wyrézniony punkt o w E. Dla
dowolnego punktu x, x) = flo) + o u). Jedli teraz dane jest odwzorowanie 0Oy oraz
punkt 0" = o), to warto$¢ fix) jest ustalona dla kazdego x.

Na teori¢ przestrzeni afinicznych mozna spojrze¢ jako na teori¢ tych wilasnosci
zwyklej przestrzeni euklidesowej, ktére nie ulegaja zmianie przy przeksztalceniach
afinicznych. Okazuje sig, ze podstawowa wlasnoScia geometryczng, zachowywana przy
przeksztalceniach afinicznych, jest wlasno$¢ wspolliniowosci. Latwo to zauwazy¢,
zZwazywszy ze w teorii przestrzeni afinicznych mozna zdefiniowac prosta. Prosta, wy-
znaczona przez punkt xp i wektor (kierunek) v jest to zbidr punktow {x: x = xp + Av,
A € R}. Przeksztalcenia afiniczne nie zachowuja natomiast euklidesowej odleglosci
pomigdzy punktami — tzn. dwa odcinki réwnej dtugosci, po transformacji afinicznej
nie beda na ogdt rowne.

Z tego wlasnie powodu geometria afiniczna nadaje si¢ jako punkt wyj$cia do mate-
matycznego opisu czasoprzestrzeni. Jak bowiem wiadomo, w czasoprzestrzeni nie
mozna poréwnywac ze sobg miar niektérych odcinkéw — nie mozna np. poréwnaé
odcinka czasowego, trwajacego 20 sekund, z odcinkiem przestrzennym o dlugosci 20
metrow. Czasoprzestrzen nie moze zatem by¢ przestrzenia euklidesowa, a tylko afi-
niczng, z ewentualnymi dodatkowymi wilasno§ciami matematycznymi, zaleznymi od
przyjetych rozstrzygnieé fizycznych.

Jakos$ciowa teoria przestrzeni afinicznych operuje jednym terminem pierwotnym.
Jest to trgjargumentowy predykat Bet(x, y, z), ktérego sens intuicyjny jest nastgpujacy:
y znajduje si¢ pomigdzy x a z, na linii prostej faczacej x z z (y moze by¢ réwniez
tozsame z x lub z). Definicja predykatu Bet na gruncie wprowadzonej wcze$niej mate-
matycznej teorii przestrzeni afinicznych, moze by¢ nastgpujaca:

Bet(x,y,2)=3A e RO<SA<L1i(y-2)= Mz—x),
tzn. wektor taczacy punkty x i y jest rowny iloczynowi dodatniej liczby rzeczywistej nie
wigkszej od 1 i wektora faczacego z i y. Widac, ze skoro predykat Bet mozna zdefinio-
waé w ramach struktury afinicznej, musi byé on niezmienniczy ze wzgledu na
przeksztalcenia afiniczne.

Powyzsza definicja terminu Bet ma dla nas jednak charakter wytacznie pogladowy.
Chodzi nam bowiem nie o to, aby zdefiniowaé predykat Bet przy pomocy terminéw
matematycznej teorii afinicznej, lecz — na odwrét — chcemy pokazaé, ze cala mate-
matyczna struktura afiniczna moze by¢ nadbudowana nad tym jednym predykatem.
Bedziemy przy tym zaktadac, ze sens predykatu Bet dany jest przy pomocy odpowied-
nich aksjomat(’)w.5

3 Aksjomaty te, w wersji elementarnej, mozna znalezé np. w pracy: L.W. Szczerba, A. Tarski, ,,Metamathe-
maical Properties of Some Affine Geometries”, [w:] Y. Bar-Hillel (red.), Logic, Methodology and Philosophy
of Svience, Amsterdam 1965, s.168-178.
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Obecnie zdefiniujemy przy pomocy predykatu Bet kilka poj¢¢ pomocniczych, maja-
cych prostg interpretacje geometryczng. Pierwszym z nich bedzie pojecie ,,wspot-
liniowos$ci” (wyrazenie ,.x y i z sa wspotliniowe” zapiszemy, jako ,,Col(x, y, 2)”")

(1) Col(x, y, z) = Bet(x, y, 2) v Bet(y, x, z) v Bet(z, x, y).

Definicje kolejnych pojeé sa nastgpujace:
(2) Coplan(x, y, z, w) = v [Bet(x, v, y) A Bet(z, v, w)] v v [Bet(x, v, w) A
Bet(y, v, 2)] v 3v [Bet(x, v, 2) v Bet(y, v, w)],
(3) Par(x, y, z, w) = Coplan(x, y, z, w) A ~3v [Col(x, y, v) A Col(z, w, v)] A ~Tv
[Col(y, w, v) A Col(x, z, v)].

Predykat Coplan(x, y, z, w) czytamy jako ,,x, y, 2, i w leza na jednej ptaszczyznie”, a

Par(x, y, z, w) jako ,.x, y, z, w s wierzchotkami réwnolegloboku” (por. rys. 1).

Y/ w/
./ ./
/ /

Podane definicje maja charakter pomocniczy i stuza jedynie wprowadzeniu kluczo-
wego pojecia ,,réwnosci odcinkéw réwnolegtych”. Jak wspominaliSmy juz wcze$niej,
w geometrii afinicznej nie ma sensu ogdlne pojgcie ,,réwnosci odcinkdw” (,kongruen-
cji”). Jednakze kongruencja pomigedzy odcinkami réwnolegtymi jest niezmiennikiem
przeksztalcei afinicznych. Obecnie sformutujemy definicje tego pojecia.

W istocie juz predykat Par zdefiniowany w punkcie (3) jest zblizony do szukanego
terminu. Jesli bowiem punkty x, y, z i w tworza rdwnoleglobok, to odcinki xy i zw sa
réwnolegte i réwne. Jednakze definicja (3) nie obejmuje sytuacji, w ktorej punkty x, y, z
i w sa wspélliniowe. Dlatego tez nalezy ja zmodyfikowac (por. rys. 2):

(4) Conpar(x, y, z, w) = 3u, v [Par(x, y, u, v) A Par(z, w, u, v)].

Rys. 1

Rys. 2

Predykat Conpar odczytamy nastgpujaco: proste przechodzace przez x i y oraz przez
z 1 w sa réwnolegte (badz tozsame) oraz odleglo$¢ migdzy x a y réwna jest odleglosci
miedzy z a w, a dodatkowo — wektory skierowane od x do y i od z do w maja ten sam
Zwrot.
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Teraz mozemy przystapié do skonstruowania petnej struktury przestrzeni afinicznej,
opartej wylacznie na predykacie Bet. Punktem wyjécia jest zdefiniowanie na zbiorze
par punktéw E X F nastepujacej relacji rownowaznosciowej:

{x, y) ~ (z, w) = Conpar(x, y, z, w).

Przyjmiemy bez dowodu, ze relacja ~ istotnie ma wfasnosci: zwrotnosci, symetry-
cznosci 1 przechodnio$§ci. Warunki te s3 w oczywisty spos6b spelnione, je§li odwotamy
si¢ do intuicyjnej, geometrycznej interpretacji predykatu Conpar — a zatem mozna je
réwniez udowodni¢ na gruncie kazdej adekwatnej aksjomatyki predykatu Bet. Relacja
~ postuzy nam, jak tatwo si¢ domy§li¢, do zdefiniowania na zbiorze E x E klas
abstrakgji:

[, - = {{u, w): {x, y) ~ (s W)

Zbior klas abstrakcji E X E/. bedziemy teraz utozsamiaé z przestrzenia wektorowa
V, a pojedyncza klasg [(x, y)]- z wektorem, ktérego poczatek znajduje si¢ w punkcie x, a
koniec w y. Wektorem zerowym w przestrzeni V bedzie oczywiscie klasa {{x, x)]-.
Okres§lmy nastgpnie na naszym zbiorze V operacje dodawania oraz mnozenia przez
liczbe rzeczywista (w dalszym ciagu, dla uproszczenia zapisu, symbolem ,(x, y)"
oznaczaé bedziemy cala klase abstrakcji, do ktdrej nalezy para (x, y)):

(x, )+ wy=&v),
gdzie punkt v spetnia nastepujacy warunek:

Conpar(y, v, z, w) (por. rys. 3).

w
v v\
b4
Rys. 3

Poprawno$¢ (tzn. jednoznaczno$¢) tej definicji opiera si¢ na nastgpujacym
zatozeniu: Vy, z, w 3lv Conpar(y, v, z, w). Prawdziwo$¢ tego zalozenia wynika w
sposob natychmiastowy z geometrycznej interpretacji predykatu Conpar(y, v, z, w).

Definicja operacji mnozenia wektora przez liczbe jest bardziej skomplikowana i
wymaga pewnych krokoéw posrednich. Przyjety sposéb post¢powania bedzie
nastepujacy: najpierw zdefiniujemy wyrazenie A-(x, y) dia A nalezacych do liczb natu-
ralnych, nastepnie rozszerzymy definicj¢ na liczby catkowite i wymierne, az wreszcie,
wykorzystujgc aksjomat ciaglo§ci, wprowadzimy pelng definicje dla liczb rzeczywis-
tych. Wspomniane definicje bgda mialy charakter indukcyjny.

(e w=(ny).

(D + Dl yy =i, vy + (o)
coaadogieznie diu Hiezb calkowitych:

clp =1 vy (v, x),
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@) ~(n + D(x, yy = —n(x, y + (0, X).

Dodajmy, ze dla 0 mamy: 0-{x, y) = {x, x). Definicja dla liczb wymiemnych przedsta-
wia si¢ nastgpujaco. Niech a i b beda liczbami catkowitymi. Wiedy dowolna liczbe
wymierng mozna przedstawic jako iloraz a i b.

S =@ wy=alny)~ blxy).

Dla wypadku liczb rzeczywistych skorzystamy z faktu, ze kazda liczba rzeczywista
moze by¢ przedstawiona w postaci ciagu Cauchy’ego liczb wymiernych. Niech ciag
{x.} reprezentuje liczbe r. Wtedy dla danego wektora (x, y) mozna zdefiniowa¢ cigg
wektoréw {v,}, taki ze v, = x,-(x, ¥). lloczynem liczby r przez wektor (x, y) bedzie
wektor (x, z), taki ze dla kazdego otoczenia punktu z na prostej laczacej z z x istnieje
taki element ciagu {v,}, ze kazdy nastepny element tego ciggu {x, x;) ma taka wlasnos¢,
iz punkt x; znajduje si¢ w tym otoczeniu.

Nietrudno sprawdzi¢, ze operacje: dodawania oraz mnozenia przez liczbe, spetniaja
aksjomaty przestrzeni wektorowej. Aby teraz wprowadzi¢ do opisu przestrzeni E
pojecie przestrzeni afinicznej, nalezy zdefiniowa¢ dodawanie wektora do punktu, co
jest latwym zadaniem:

x+@y=v=(xv)~ 0.2
Sprawdimy jeszcze, ze przy powyzszej interpretacji operacji + warunki (1) - (4) z
definicji przestrzeni afinicznej sa spetnione.

Punkt (1). Z powyzszej definicji mamy, ze dla dowolnych punktéw x, y, z, u, v,
@+ QN+ V=7 +u,v)y=V, gdzie (x, ) ~ {y, 2) 1 {7, V') ~ (u, v). Z drugiej strony
mamy z definicji, ze v/ = x + {x, V). Ale z definicji dodawania wektor6w wynika, ze
(x, V) = (x, ) + {u, v), i poniewaz (x, ') ~ (y, 2), wiec {x, V') = (y, 2) + {u, v). Ostatecznie
zatem mamy, ze (x + (y, 2)) + {u, v) = x + ({y, 2) + {u, v)), co koficzy dowdd punktu (1).

Punkt (2). Jest natychmiastowy: x + (x, x) = x.

Punkt (3). Jezeli x + (x, y) = x, to {x, x) ~ (x, ¥), a stad (x, y) = 0.

Punkt (4). Wezmy dowolne x i y. Niech u = {x, y). Wtedy x + (x, y) = v = {x, v) ~
xy)ysv=y.

Osiagne¢liSmy zatem zadany cel: korzystajac jedynie z predykatu Bet, zdefiniowa-
liSmy cala struktur¢ przestrzeni afinicznej na zbiorze E. Mozna zatem utrzymywac, ze
teoria przestrzeni afinicznych to w istocie teoria jednej relacji Bet, a caly aparat mate-
matyczny petni jedynie rolg¢ pomocnicza, instrumentalng.

2. Czasoprzestrzen Galileusza

Matematyczne uwjgcie czasoprzestrzeni Galileusza jest nastgpujace. Czasoprzestrzen
Galileusza jest to piatka (E, V, +, T, h), gdzie:

(1) (E, V, +) jest przestrzenia afiniczna,

(2)dimV =4,

@)t V-oR jest odwzorowaniem liniowym,

Wh:SxS—> R}, gdzie S = kert, oraz h spetnia warunki:
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(a) dwuliniowosci (liniowo$¢ dla obu argumentéw),

(b) dodatniej okre§lonosci (Vv h(v, v) 2 0),

(c) symetryczno$ci (Vu, v i(u, v} = A(v, u).

Krétki komentarz. Z powyzszego okre§lenia widaé, ze czasoprzestrzefi Galileusza
jest czterowymiarowa przestrzenia afiniczna, na ktérej okre§lono dwa odwzorowania.
Funkcja T reprezentuje, jak fatwo si¢ domysli¢, wspdtrzgdna czasowa wektoréw. Czas
bowiem, w ujeciu klasycznym, petni wyrdzniona rol¢. Symbol ,kert” oznacza zbiér
tych wszystkich wektordw, ktdrych wspétrzgdna czasowa jest rowna zeru — {ve V:
T(v) = 0}. Na tym zbiorze okre§lony jest tzw. iloczyn skalarny 4.

Nietrudno sprawdzié, ze zbiér S = kert jest podprzestrzenia przestrzeni V o wymia-
rze 3. Wezmy taki wektor vy, dla ktérego t(vo) = 1. Z liniowoéci T mamy, ze T(Avg) = A.
Wezmy teraz dowolny wektor v, dla ktérego t(v) = A i rozlézmy go na sume v = Avp +
u. Poniewaz 1(v) = A + T(u), wigc T(u) = 0, co pokazuje, ze u € kert. Zatem kazdy
wektor z V mozna roztozyé na sum¢ dwéch wektoréw, z ktdrych jeden jest rtownolegly
do ustalonego wektora v, a drugi nalezy do kert, tzn. V da si¢ przedstawié w postaci
sumy prostej podprzestrzeni jednowymiarowej rozpigtej przez vo i zbioru S, a wigc
dimS = 3. Wektory nalezace do S nazywaé bgdziemy dalej ,,wektorami przestrzenny-
mi”, a pozostate — ,,czasowymi”.

Funkcje T mozna tatwo rozszerzy¢ na zbior punktdéw E. Niech o bedzie, jak poprze-
dnio, wyr6znionym punktem (poczatek uktadu). Wtedy 1(x) = t(x — 0) dla dowolnego x.
Rozpatrzmy teraz takie dwa punkty x, y, dla ktérych t(x) = t(y). Przy pomocy wprowa-
dzonego aparatu pojeciowego mozemy zdefiniowa¢ odleglo$¢ pomigdzy x i y. Ponie-
waz T(x —0) =1y — 0), wiec T(x — ) =1[(x —0) - (y - 0)] =0, a zatem x — y € S, czyli
dla wektora x — y okre§lony jest iloczyn skalarny 4. Odleglo$¢ migdzy x a y bedzie
zatem okre$lona wzorem: d(x, y) = Va(x — y, x — y). Wida¢ wigc, ze w czasoprzestrzeni
Galileusza mozna mierzyé¢ odleglo§¢ migdzy punktami czasoprzestrzeni o tych samych
wsp6trzednych czasowych. Nie mozna natomiast tego zrobi¢ dla dwéch punktéw nie-
réwnoczesnych — wyplywa to z faktu, ze w czasoprzestrzeni Galileusza nie jest
okreslona «przestrzefi absolutna», czy tez «absolutny spoczynek». Innymi stowy,
czasoprzestrzeni Galileusza nie ma pelnej struktury przestrzeni euklidesowej, rozwar-
stwia si¢ natomiast na popdprzestrzenie euklidesowe, zawierajace punkty wzajemnie
réwnoczesne.

Zauwazmy, ze w czasoprzestrzni Galileusza linie proste, definiowalne w geometrii
afinicznej, uzyskuja specjalna interpretacje. Niech u bedzie dowolnym niezerowym
wektorem przestrzennym, Wtedy prosta zdefiniowana jako zbior {v: v = Au} bedzie
zwykla linig prosta w tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesa. Jesli natomiast wybierze-
my jako u pewien wektor czasowy, to prosta zdefiniowana powyzej reprezentowaé
bedzie linig §wiata ciata, poruszajacego si¢ ruchem jednostajnym i prostoliniowym,
czyli — méwiac w skrécie — pewien uktad inercjalny.

Standardowe, podrecznikowe uj¢cie czasoprzestrzeni Galileusza operuje uktadem
wspdtrzgdnych okre§lonym na zbiorze punktéw E. Taki uktad nie jest trudno wprowa-
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dzi¢ w ramach naszej struktury. Wybierzmy mianowicie cztery wektory ey, e;, e, €3,
takie ze t(ep) = 1 i 1(e) =0dlai =1, .., 3, czyli e, €3, e3 € S. Zaldzmy ponadto, ze
h(e;, e)=9;dlai,j=1,..,3, tzn. wektory ej, €; i e3 s3 wzajemnie prostopadte i maja
jednostkowa dtugosé. Nietrudno sprawdzié, ze z wtasnosci iloczynu & wynika, iz wek-
tory e), €, i 3 s3 liniowo niezalezne, a poniewaz wymiar podprzestrzeni S wynosi 3, sa
one baza tej podprzestrzeni. Z wcze$niejszych rozwazaih wiemy ponadto, ze kazdy
wektor w V mozna roztozy¢ na sktadowa rownolegta do e i sktadowa, nalezaca do S, a
zatem czwdrka e = (e, e, e, e3) stanowi bazg¢ przestrzeni V. Jedli teraz wezZmiemy
dowolny punkt x w przestrzeni E, to jego wspoirzedne mozna okresli¢ standardowo —
rozktadajac wektor x — o wzgledem bazy e i biorac wspétczynniki rozkladu jako jego
odpowiednie wspétrzedne. Latwo widac, ze pierwsza wspbirzedna x-a wynosié bedzie
T(x) — jest to zatem wspdtrzedna czasowa.

Zwrdémy jeszcze uwage na nastgpujacy fakt. Uklad wspoirzednych w czasoprzes-
trzeni Galileusza przedstawia si¢ zwykle graficznie jako kartezjafiski uktad wspét-
rz¢dnych, z osiami wzajemnie prostopadtymi (0§ czasowa zwykle zaznaczana jest
pionowo). Jest to jednak pewne uproszczenie, ktdre moze prowadzi¢ do nieporozumiesi.
W teorii Galileusza nie mozna w ogble méwi¢ o prostopadtosci wektoréw czasowych
do wektoréw przestrzennych — nie pozwala na to wprowadzony aparat matematyczny,
ktory operuje iloczynem skalarnym jedynie na zbiorze wektoréw przestrzennych. Gdy-
by byto mozliwe wprowadzenie pojgcia prostopadlosci pomigdzy wektorami czasowy-
mi a przestrzenymi, to tatwo mozna bytoby wprowadzi¢ réwniez pojecie ,.absolutnego
spoczynku”. Aby to pokazaé, zatézmy, ze dla kazdego wektora czasowego mozna
stwierdzi¢, czy jest on prostopadly do jakiego$§ wektora przestrzennego. Nie jest trudno
udowodni¢, ze w takim wypadku istniatby wektor czasowy, ktory bytby prostopadty do
wszystkich wektorow przestrzennych. Mozna by wigc nastgpujaco zdefiniowaé dla
dowolnych punktéw czasoprzestrzennych x i y predykat ,.x znajduje si¢ w tym samym
miejscu, co y” — ,,wektor x — y jest prostopadty do dowolnego wektora przestrzenne-
go”. Pojgcie to musiatoby by¢ oczywiscie niezmienicze ze wzglgdu na przeksztatcenia
Galileuszowskie, co pokazuje, ze wprowadzili§my pojgcie ,,absolutnego spoczynku”.

Na koniec tego krotkiego szkicu matematycznego ujgcia czasoprzestrzeni Galileu-
sza, przypomnijmy moze poj¢cie transformacji Galileuszowskich. Jak zwykle ma si¢ tu
na my$li po prostu automorfizmy przedstawionej powyzej struktury. Na uwage
zasluguje jedynie fakt, ze w takim ujgciu przeksztalcenie Galileusza nie moze zmieniaé
wartoSci funkcji T ani iloczynu A, co znaczy, ze miary czasu i przestrzeni staja si¢ w
pewnym sensie «absolutne». Jest to pewna niedogodno$§¢ przyjetego aparatu
pojeciowego. Jak si¢ okaze, niedogodnosci tej pozbawione jest ujecie jakoSciowe prze-
strzeni Galileuszowskiej, ktore obecnie przedstawimy.

Ujecie jakoSciowe opierac si¢ bedzie na jakosciowej teorii przestrzeni afinicznych,
rozszerzonej o dwa nowe predykaty: Sim(x, y) oraz Consim(x, y, z, w). Intuicyjny sens
tych predykatéw jest nastepujacy: Sim(x, y) czytamy jako ,.x jest rOwnoczesne z y”, a
Consim(x, y, z, w) — ,.x jest rOwnoczesne z y i z jest rOwnoczesne z w, i odleglosé
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migdzy x a y jest rowna odleglosci migdzy z a w”. Oba predykaty mozna tatwo zdefinio-
wac przy pomocy wyzej sformutowanego aparatu matematycznego:

Sim(x, y) = 1(x) = 1();

Consim(x, y, z, w) = T(x) =1(y) AT@) = TW) A h(x =y, x =y} = h(z — w, 2 — W).

Obecnie pokazemy, ze trzy podane predykaty wystarczaja do wprowadzenia pelnej
struktury matematycznej czasoprzestrzeni Galileusza. W poprzednim paragrafie poka-
zaliSémy, jak przy pomocy predykatu Bet zdefiniowaé przestrzen wektorowa (E, V, +).
Teraz musimy jedynie skonstruowaé funkcje T i h, spetniajace warunki wymienione w
definicji czasoprzestrzeni Galileusza. Niech xg, yo beda dowolnymi punktami takimi, ze
~Sim(xq, o). Pot6zmy t({xo, yo)) = 1. Teraz nalezy rozszerzyé definiowang funkcj¢ na
wszystkie wektory. Wezmy dowolny wektor (z, w). Znajdzmy teraz taki wektor (z’, w'),
ze Sim(z, Z°) i Sim(w, w"), i (z/, w’) = Mxo, yo). (To, ze taki wektor istnieje, i Ze jest on
wyznaczony jednoznacznie, gwarantowane jest aksjomatami, ustalajacymi sens predy-
katu Sim.%) Warto$¢ funkcji T dla wektora (z, w) wynosi¢ bedzie A (por. rys. 4).

T =const w w
T=const \ /
z 4
T = const Yo
T=const /
w0 Rys. 4

Liniowo$¢ tak okreSlonej funkcji jest widoczna. Pokazmy tylko, ze dla dowolnych
x,y 1z, 7¢x, y) + (&, 2) = 1({x, y)) + 1y, 2)). Z definicji T({x, y)) = A = Ix’, y’ Sim(x, x)
A Sim(y, y) A (X, ¥') = Mi{xo0, yo). Analogicznie, T((y, 2)) = Ao = 37’ Sim(z, Z) A (', ) =
A{xo, yo). Dalej, mamy (x', 2’) = (X', y') + (/, 2) = Milxo, yo) + Aalxo, yo) = (M1 +
A2){x0, yo). Poniewaz Sim(x, x") i Sim(z, z’), wigc z definicji funkcji T mamy, ze T((x, z))
= A; + Ay, co koficzy dowod.

Teraz zdefiniujmy odwzorowanie A. Niech S = {{x, y): Sim(x, y)}. Na zbiorze S
okreslona jest relacja kongruencji Consim, ktdra razem z relacja Bet tworzy strukture
przestrzeni Euklidesowej7. Wprowadzmy najpierw pojgcia pomocnicze:

Perp(x, y, z) = dw Bet(w, y, x) A Consim(w, y, y, x) A Consim(x, z, z, x);

6 Aksjomaty te mozna znalezé np. u Fielda, chociaz bez dowodu poprawnosci. Por. H. Field, op. cit., s.
118-119.

7 Jakogciowe ujecie geometrii euklidesowej omawia A. Tarski w swoim artykule. Podaje on tam explicite
zestaw aksjomatéw, charakteryzujacych predykaty Bet i Con, a nastgpnie udowadnia, ze przestrzefi Euklide-
sowa jest modelem dla tego zestawu. Por A. Tarski, ,,What is Elementary Geometry”, [w:] J. Hintikka (red.)
The Philosophy of Mathematics, Oxford 1969, s. 164-175
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Parplan(x, y, z, 4, v, w) = [~3x" Coplan(x, y, z, ) A Coplan(x, u, v, w)] v

[Coplan(x, y, z, u) A Coplan(y, z, u, v) A Coplan(z, u, v, w)],
rozumiane intuicyjnie, jako odpowiednio — ,,odcinek Xy jest prostopadty do odcinka
yz°, oraz ,plaszczyzna wyznaczona przez x, y, z jest rdwnolegta do (lub tozsama z)
ptaszczyzny wyznaczonej przez u, v, w”.

Przejdzmy teraz do konstrukcji iloczynu skalarnego h. Wybierzmy najpierw w
zbiorze S cztery punkty xg, X1, x2, X3 , takie ze Perp(x;, xo, x2), Perp(xi, xo, x3), Perp(xa,
X9, x3) 1 Consim(xy, xq, X2, Xo), Consim(xy, xo, X3, Xp) (istnienie takich punktdw wynika z
aksjomatu, okre§lajacego wymiar przestrzeni E). Wezmy teraz dowolny wektor (z, w) €
S i zdefiniujmy nastgpujaco punkt z;:

Col(zy, xo, X1) A 3u Parplan(xo, x2, X3, 4, 2, 21)-

Punkt z; jest wigc punktem przecigcia osi xox; z plaszczyzng réwnolegla do plasz-
czyzny (xo, X2, X3) i przechodzaca przez punkt z. W analogiczny sposob mozna zdefinio-
waé punkty zp, z3 oraz wy, wp i ws. Uzyskamy w ten sposéb trzy wektory (z;, wy),
(22, wa) 1 (z3, w3), rOwnolegte odpowiednio do osi xox1, Xpx2 i xox3. Zatem istnieja takie
trzy liczby A1, Az i As, Ze (21, wi) = Midxo, x1), (22, w2) = Aalx, x1), (23, w3) = Aslxo, x3).
Tréjka liczb (A, A, A3) okre$la wspOtrzedne wektora (z, w) w ukladzie wspotrzednych
(x0, X1, X2, x3). Teraz definicja funkcji h jest juz standardowa: h(u,v) =
ML+ A5A5 + A3A3 , gdzie (AT, ..., A3) i (A, ..., A3) sa wspdirzednymi wektoréw u i v
okreSlonymi w wyzej scharakteryzowany sposéb.

Oczywistym faktem jest, ze konkretna posta¢ funkcji & nie jest wyznaczona w
spos6b jednoznaczny powyzsza procedura. Jednakze okazuje si¢ (nie bgdziemy tego
dowodzié) ze funkcja h zalezy tylko od dtugosci wektoréw bazowych (xo, x;), a nie od
ich kierunkdw — tzn. zamiana uktadu (xo, x|, X2, x3) na uklad (x¢, x;", x2’, x3") taki, ze
Consim(x, x;, xo, x;'), nie zmieni postaci funkcji A.

Dwuliniowo$¢ funkcji & wynika z tego, iz w opisanej powyzej procedurze
wspoétrzedne sumy wektoréw réwnaja si¢ sumie wspétrzednych tych wektoréw. Symet-
ryczno$é i dodatnia okre§lono$§¢ sa oczywiste. Nasze zadanie zostato zatem wykonane
— odtworzyli§my pelna strukturg czasoprzestrzeni Galileusza. Na uwage zashiguje
jeszcze wspomniany juz wczesniej fakt, ze o ile automorfizmy matematycznej struktury
czasoprzestrzeni Galileusza zawieraja tylko «czyste» transformacje Galileusza, o tyle w
wypadku predykatéw jakoSciowych Sim i Consim ich automorfizmy obejmuja takze
liniowe przeksztalcenia wspétrzednej czasowej i wspdtrzednych przestrzennych. Zna-
czy to, ze jesli np. funkcja T spetnia warunki narzucone przez powyzsza konstrukcjg, to
warunki te spetnia¢ bedzie rowniez funkcja at, gdzie a — dowolna liczba rzeczywista.
Pokazuje to, ze wybér jednostki do pomiaru interwaléw czasowych, a takze odlegtosci
przestrzennych, jest sprawa umowna.

Na koniec poruszmy jeszcze jedna kwestie. W trakcie catej konstrukcji
zaktadali§my, ze sens predykatéw Bet, Sim i Consim dany jest odpowiednimi aksjoma-
tami. Poniewaz jednak maja to by¢ predykaty empiryczne — tzn. odnoszace si¢ do
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pewnych obiektow fizycznych — niezbgdne jest pokazanie, ze ich sens moze byé
réwniez okre§lony operacyjnie, tj. powinni§my umie¢ okresli¢, przy pomocy odpowied-
niej procedury, migdzy ktoérymi punktami zachodza powyzsze relacje. W wypadku
predykatu Bet sprawa jest (przynajmniej teoretycznie) prosta — musimy jedynie dys-
ponowaé metoda okre$lania, czy dany uklad jest inercjalny (np. przez sprawdzenie
warunku znikania sit pozornych) oraz metoda okre$lania wspoétliniowosci (np. przy
pomocy promienia §wietlnego). Powiemy zatem, ze trzy punkty x, y i z spelniaja
predykat Bet, gdy zachodzi jeden z dwoch warunkéw: (1) istnieje taki uktad inercjalny,
w ktoérym zdarzenie zachodzace w x jest niepdzniejsze od zdarzenia zachodzacego w y,
zdarzenie zachodzace w y jest niep6zniejsze od zdarzenia zachodzacego w y, a ponadto
wszystkie trzy zdarzenia zachodza w jednym miejscu; (2) istnieje uktad, w ktérym
zdarzenia zachodzace w x, y i z sa réwnoczesne, a ponadto y znajduje si¢ na linii prostej
pomiedzy x a z w zwyklym sensie geometrycznym.

Niestety, sprawa komplikuje si¢ w wypadku predykatu Sim, a poSrednio takze w
wypadku predykatu Consim. Przez lata w fizyce zakladano milczaco, ze okreslenie
réwnoczesnosci pomigdzy zdarzeniami jest sprawa banalna. Sadzono tak zapewnie z
powodu przypuszczenia o istnieniu sygnaléw rozchodzacych si¢ z nieskonczona
predkoscia. Poniewaz jednak przypuszczenie to okazato sie bledne, potrzeba operacyj-
nego zdefiniowania rdéwnoczesnosci zdarzen stata si¢ palaca. Jednym z najpowazniej-
szych cioséw zadanych fizyce klasycznej bylo pokazanie, ze nie ma sposobu na
absolutne ustalenie, czy dwa odlegte od siebie zdarzenia sa rOwnoczesne — mozna tego
dokonaé¢ jedynie ze wzglgdu na pewien uktad odniesienia. Fakt ten prowadzi nas
bezposrednio do relatywistycznej koncepcji czasoprzestrzeni.

3. Czasoprzestrzein Minkowskiego

Kluczowym zalozeniem relatywistycznej teorii czasoprzestrzeni jest zalozenie
statoSci predkosci §wiatta w kazdym inercjalnym ukladzie odniesienia. Fakt, iz
predkos§é §wiatla jest uniwersalng stala przyrody, w istotny sposob wplywa na ujgcie
czasoprzestrzeni. Okazuje si¢ bowiem, ze wspoirz¢dne czasowe i przestrzenne staja si¢
wspoOimierne, w odréznieniu od fizyki Galileuszowskiej. Mozemy zatem przyjac, ze
interwatl czasowy At «réwny jest» interwatowi przestrzennemu As, gdy cAt = As, gdzie
¢ — predkos§é $wiatta. Nic nie stoi wigc na przeszkodzie, aby wprowadzié taka sama
jednostke do pomiaru czasu i przestrzeni. Postulat ten zreszty jest realizowany w
praktyce — np. odlegto$¢ w astronomii mierzy si¢ w latach (Scislej w latach §wietlnych,
tzn. miarg odlegloSci jest czas potrzebny na przebycie danej drogi przez $wiatlo).
Dlatego w fizyce teoretycznej, gdzie czgsto przymuje si¢ uktad jednostek, w ktdrym
predkos$¢ §wiatta wynosi 1, miary czasu i przestrzeni zostajg utozsamione.

Powyzsze rozwazania sugerowaé by mogly, ze w nowym modelu czasoprzestrzeni
mHzliwe jest wprowadzenie standardowej struktury przestrzeni Euklidesowej. Wydaje
si¢ bowiem, ze mozna przyjaé jako miarg¢ odleglosci pomigdzy punktami czasoprze-
strzei funkcjg dana wzorem d(x, y) = VAP + As? , gdzie At jest interwalem czasowym
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migdzy punktami x i y, a As — interwalem przestrzennym. Okazuje si¢ jednak, ze
funkcja d(x, y) nie spetnia podstawowego wymogu adekwatnej metryki — nie jest
mianowicie jednakowa we wszystkich inercjalnych ukladach odniesienia. Innymi
stowy «odlegtosé» migdzy punktami zalezataby od wyboru ukladu odniesienia, a to jest
nie do przyjecia. Dokiadniejsza analiza, na ktéra nie mamy tu miejsca, pokazuje, ze
wlasno$¢ niezmienniczosci ze wzgledu na wybor uktadu odniesienia posiada wyrazenie
zblizone do powyzszego, ktdre definiuje tzw. interwat czasoprzestrzenny: AP — A58

Relatywistyczna koncepcja czasoprzestrzeni znajduje swoj wyraz w nastgpujacej
matematycznej strukturze, zwanej ,czasoprzestrzenia Minkowskiego”. Czaso-
przestrzeit Minkowskiego jest to czwérka (E, V, +, g), gdzie:

(1) (E, V, +) jest 4-wymiarowa przestrzenig afiniczna;

g VxV-o R' spelnia nastgpujace warunki:

(a) g jest dwuliniowe;

(b) g jest symetryczne;

(c) g ma sygnaturg (+, —, —, —).

Zauwazmy, ze definicja funkcji g r6zni si¢ od definicji zwyklego iloczynu skalarne-
go w jednym punkcie: warunek dodatniej okres$lonosci zostal zastapiony warunkiem
(c). To, ze g ma sygnatur¢ (+, —, —, —), znaczy tyle, ze w przestrzeni V istnieje baza ey,
e}, ey e3, taka ze g(e;, ) = 0 dlai # j, oraz g(ep, ep) = 1 i g(e;, e)=-1,dlai= 1,2, 3.
Pokazmy teraz, jaka posta¢ przyjmie iloczyn skalarny g w bazie spelniajacej powyzsze

3 3 3 3 33
warunki. Niech u = Eou,ei, v= Eov,e,-. Wtedy g(‘z.ou,e,',lgovjej) = Eq@ou"vf gle;, €) =

Uovo — vy — upvy — uzvs. Wspdlrzedng zerowa mozna utozsamié ze wspoélrzedna
czasowa (ct), a pozostale z przestrzennymi. Widaé wigc, ze iloczyn g(u,u) =
uy—ul =i - u} definiuje nam interwal czasoprzestrzenny pomi¢dzy punktami x i y,
takimi ze x -y =u.

Wektory w czasoprzestrzeni Minkowskiego mozna tatwo podzielié na trzy grupy. Sa
to: wektory czasopodobne, dla ktérych g(u, u) > 0; przestrzennopodobne (g(u, u) < 0
oraz wektory zerowe (§wietlne), dla ktorych g(u, u) = 0. Intuicyjna interpretacja powyz-
szych pojec jest nastgpujaca. Jesli wektor taczacy punkty x i y jest zerowy, znaczy to, ze
AP = A5, czyli zdarzenia zachodzace w x i y moga by¢ polaczone promieniem
$wietlnym. Jesli wektor x — y jest czasopodobny, to AP > AS% czyli punkty x i y moga
by¢ polaczone sygnalem rozchodzacym si¢ wolniej niz §wiatlo. Jesli natomiast wektor
ten jest przestrzennopodobny, to nie istnieje sygnat, ktéry mogtby dotrzeé z punktu x do
y (lub vice versa). W takim wypadku méwi si¢ réwniez, ze zdarzenia zachodzace w x i y
sa quasi-robwnoczesne.

¥ Dowéd tego mozna znalezé w kazdym podreczniku fizyki relatywistycznej. Por. np. B.F. Schutz, Wstep
do ogélnej teorii wzglednosci, Warszawa 1995, s. 21 i nast.
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Przy pomocy iloczynu skalarnego g mozemy wprowadzi¢ niezmiernie istotne
pojecie prostopadtosci wektordéw, ktadac:

u jest prostopadly do v ztw g(u, v) = 0.

Przyjrzyjmy si¢ nieco blizej temu pojeciu. Ze wzglgdu na to, ze iloczyn g ma inne
wlasnoéci, niz standardowy iloczyn skalarny w przestrzeni Euklidesowej, zdefiniowana
wyzej prostopadio$é bedzie rdwniez «niestandardowa». W szczegblnosci zachodza
nastepujace fakty.

(1) Jezeli u, v s wektorami zerowymi, to g(u, v) = 0 ztw u = Av,

Stownie: dwa wektory zerowe sa do siebie prostopadte (w sensie iloczynu g) zawsze
i tylko wtedy gdy sa do siebie réwnolegle (w sensie réwnoleglosci afinicznej). Brzmi to
jak paradoks, ale fakt ten pokazuje jedynie, ze z pojgciem prostopadlosci w przestrzeni
Minkowskiego nie nalezy wiazaé intuicji wyniesionych z geometrii Euklidesa. Dowdd
faktu (1) wynika wprost z definicji loczynu g i definicji wektora zerowego.

(2) Jezeli u jest wektorem czasopodobnym i g(u, v) = 0, to v jest wektorem przes-
trzennopodobnym.

Stownie: wektory czasopodobne sa prostopadte tylko do wektoréw przestrzennopo-
dobnych. Dla dowodu przyjmijmy, ze wybraliSmy uktad wspétrzgdnych, w ktérym
wektor u ma tylko dwie niezerowe sktadowe: up i u). Z czasopodobnosci mamy, ze ub >
u%. HNoczyn skalarny g(u, v) wynosi ugvp — u1v| = 0, a zatem widaé, ze v% < v%, a tym
bardziej vi<vi+vi+d, czyli v jest przestrzennopodobny.

Dodajmy jeszcze, ze prostopadto§é wektoréw: czasopodobnego i przestrzennopo-
dobnego, ma prosta interpretacje fizykalng. Jesli bowiem wektor czasopodobny u re-
prezentuje pewien inercjalny uklad odniesienia U, to prostopadly do niego wektor v
wyznacza lini¢ prosta, taka ze wszystkie znajdujace si¢ na niej punkty sg réwnoczesne
wzgledem U.

(3) Jezeli u jest wektorem czasopodobnym, a v — przestrzennopodobnym, to
g(u, v) = 0 ztw istniejg wektory zerowe w i W, takie ze W + W = u i —w + W’ = Av (por.
rys. 5).

stozek §wietlny

Rys. 5

Dowdd. (a) Wybierzmy baze, w ktorej wektor przestrzennopodobny v ma rozktad
(0, v1, 0, 0) (dla wektoréw przestrzennopodobnych taka baza zawsze istnieje). Zat6zmy,

ze wektor u jest prostopadty do v, czyli u ma postaé (ug, O, uz, u3), oraz u% > u% + u%.

. 1 1 1 , 1 1 1
Rozpatrzmy teraz nastgpujace wektory w = (Euo, Q, Euz, —2-u3), w = (Euo, -0, Euz, §u3),
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gdzie o0 = l\/uoz—uzl—ugz. Prosty rachunek pokazuje, ze wektory w i w’ spetniaja wszyst-
2 y pe

kie warunki sformulowane w twierdzeniu (3).

(b) Zaktadamy, ze istniejg wektory w i w’, spelniajace warunki sformutowane w (3).
Pokazemy teraz, ze u i v s ortogonalne. Iloczyn u i v wynosi: g(u, v) = g((w + w’),
B(-w + w"), gdzie B = 1/A. Z liniowosci iloczynu skalarnego mamy:

g, v) = —Bg(w, w) + Bg(W’, ') — Bg(w, w') + Bg(W’, w).

Pierwsze dwa cztony znikaja na mocy definicji wektordw zerowych, a ostatnie dwa si¢
redukuja ze wzgledu na symetryczno$é iloczynu g. Ostatecznie wigc, g(u, v) = 0, co
nalezalo pokazaé.

Udowodnione powyzej twierdzenie mozna wystowi¢ swobodnie tak: linia czasopo-
dobna jest prostopadta do linii przestrzennopodobnej, gdy mozna skonstruowaé przy
pomocy linii §wietlnych prostokat, taki ze jedna z jego przekatnych lezy na jednej
prostej, a druga na drugiej. Twierdzenie to b¢dzie nam potrzebne p6zniej, przy definio-
waniu jako$ciowego odpowiednika pojecia prostopadtosci wektorow.

(4) Jezeli u i v sa wektorami przestrzennopodobnymi, to g(u, v) = 0 ztw istnieje taki
wektor czasopodobny w, ze g(u, w) = g(v, w) = 0 i dla kazdego wektora czasopodobne-
go w = ow + Bv, glu, w) =0.

Stownie: dwa wektory przestrzennopodobne sg do siebie prostopadte, gdy istnieje
wektor czasopodobny w prostopadly do nich obu oraz taki, ze kazdy wektor czasopo-
dobny, znajdujacy si¢ w plaszczyznie wyznaczonej przez w i jeden z nich, jest
prostopadty do drugiego.

Dowdd. (a) Niech u, v bgda wektorami przestrzennopodobnymi. Przyjmijmy, ze v =
O, v1, 0, 0), u = (up, w1, uz, u3). Zaté6zmy, zgodnie z prawa strong udowadnianej
rébwnowaznosci, ze istnieje wektor w = (wy, 0, wo, ws) taki, ze w(z) > w% + w% i ugwo —
uwy — uswy = 0. Rozpatrzmy teraz wektor w' = (wp, Yy, wa, ws) taki, ze 'yz <

2 .2 2
WL——%%Z;@ . Latwo pokazaé, ze w’ jest wektorem czasopodobnym, a wiec z zatozenia
g(w’, u) = 0, czyli ugwp — Yurvi — ugvy — usv3 = 0. Korzystajac z wypisanej wczesniej
réwnosct mamy: yu1v; = 0, czyli u) = 0, z czego juz w oczywisty sposdb wynika, ze
g, v)=0.

(b) Zal6zmy, ze dwa przestrzennopodobne wektory u i v sa prostopadte. Przyjmijmy
uktad wspoétrzgdnych, w ktérym wektor u ma rozklad (0, u;, 0, 0). Wtedy, z warunku
prostopadtosci, wektor v ma postaé (vg, 0, v, v3). Rozpatrzmy teraz nastgpujacy wektor
czasopodobny: w = (wyq, 0, wy, w3), taki ze wovg = wavy + wivs (wektor taki zawsze
bedzie istnial, jako ze mozna udowodnic, iz dla kazdego wektora przestrzennopodob-
nego istnieje prostopadty do niego wektor czasopodobny). Wektor w jest réwniez, jak
widaé, prostopadly do u. WeZmy teraz dowolny wektor w’ o postaci ow + Pu = (awy,
Buy, ow,, ows). Wtedy tatwo widaé, ze g(v, w') = owgvg — Owavy — awsvy = 0, co
koficzy dowdd.
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Pokazmy jeszcze, ze zachodzi pewien prosty fakt, ktéry réwniez bedzie potrzebny
nam w dalszym toku wywoddw.

(5) Jezeli u i v sa wektorami czasowymi nierdwnolegtymi do siebie, to istnieje taki
wektor w = o + Pv, ktory nie jest wektorem czasowym.

Sens powyzszego twierdzenia jest taki, ze zbiér wszystkich wektor6w czasopodob-
nych nie zawiera podprzestrzeni o wymiarze wigkszym niz jeden — tzn. zbiér wekto-
réw rozpigtych przez dwa nieréwnolegle wektory czasopodobne zawiera wektory, ktére

nie sa czasopodobne. Dowdd jest prosty. Wezmy jako u wektor (up, 0, 0, 0), a v =

(vo, Vi, V2, v3), gdzie v(z, > vf + v% + v% . Wystarczy teraz rozpatrzy¢ wektor u — up/vov.

Poniewaz jego pierwsza sktadowa wynosi zero, nie moze to by¢ wektor czasopodobny
-— co bylo do okazania.

I na koniec ostatni fakt:

(6) Jezeli u jest wektorem czasopodobnym, a v — przestrzennopodobnym, to
g(u, u) =—g(v, v) i g(u, v) = 0 ztw istnieja wektory czasowe w i w’ takie, ze w + w' = u
iw-w=v.

Dowdéd. W jedna strong jest to niemal doktadnie powtérzenie dowodu twierdzenia 3
w punkcie (b). Pokazmy zatem jedynie, ze jesli u = (up, 0, 0, 0) i v = (0, vy, vy, v3) oraz
ud=v}+ 3 +v3, to wektory w = (1/2ug, 1/2vy, 112v, 1/2v3) i W’ = (1/2ug, —1/2v, =1/2v,,
—1/2v3) spelniaja powyzsze warunki. Istotnie, widaé, ze sa to wektory zerowe, a ponad-
to ich suma daje wektor u, a réznica — v.

Przejdzmy teraz do konstrukcji jakosciowe;j teorii czasoprzestrzeni Minkowskiego.
Teorig te oprzemy na jednym (oprocz predykatu Bet) predykacie pierwotnym Conint(x,
¥, Z, w), rozumianym intuicyjnie jako — ,interwatly czasoprzestrzenne pomigdzy x a y
oraz z a w sa réwne”.’ Definicja predykatu Conint na gruncie wyzej scharakteryzo-
wanego matematycznego ujecia jest prosta:

Conint(x, y, z, w)= gy —x,y—x)=g(w -2z, w—2).

Pierwszym krokiem w kierunku odtworzenia pelnej struktury matematycznej czaso-
przestrzeni Minkowskiego bedzie zdefiniowanie pojecia interwatu zerowego. Wpro-
wadzmy zatem dwuargumentowy predykat Light:

Light(x, y) = ¥z Conint(x, y, z, 2).

Dwa punkty laczy interwal zerowy, gdy ich interwal jest rowny interwatowi
pomiedzy kazdym punktem a nim samym. Pamigtajmy przy tym, ze dla predykatu
Conint nie obowiazuje aksjomat «zwyklej» kongruencji: Con(x, y,2,2) 9> x=y.

9Dodajmy, ze nie jest to jedyna mozliwo$¢ wyboru terminu pierwotnego dla teorii czasoprzestrzeni
Minkowskiego. Np. J. Winnie pokazal, ze cata matematyczna strukturg czasoprzestrzeni Minkowskiego mozna
zrekonstruowaé przy pomocy dwuargumentowego predykatu ,,x jest kauzalnie powigzane z y”, gdzie przez
kauzalny zwigzek™ rozumie si¢, trochg mylaco, mozliwo$¢ dotarcia sygnatu z x do y. Por. J. Winnie ,,The
Causal Theory of Space-Time”, [w:] J.S. Earman et al. (red.), Foundations of Space-Time Theories, Minne-
apolis 1977, s. 134-205.



Jakosciowe teorie czasoprzestrzeni 49

Teraz mozemy zdefiniowad pojgcie prostopadtosci przecinajacych si¢ prostych, z
ktérych jedna jest czasopodobna, a druga przestrzennopodobna.

Orthtime(x, y, z) = Vw {Col(w, x, y) — Iwy, wy, ws [Light(w, w;) A Light(w, wy) A
Light(w;, w3) A Light(wz, w3) A Col(wy, y, z) A Col(ws, y, z) A Col(ws, y, x)]} (por.
rys. 6).

w2

w Rys. 6

Poprawno$¢ powyzszej definicji wynika z twierdzenia (3). Zauwazmy, ze nie
stwierdza si¢ tutaj, ktory z odcinkéw: xy, yz jest czasopodobny, a ktéry przestrzennopo-
dobny. Potrzebne nam wigc bgdzie dodatkowe pojecie. Okazuje sig, ze w przyjetym
przez nas aparacie pojeciowym, jedyna mozliwoscia odréznienia punktéw rozdzielo-
nych interwalem czasowym od punktéw rozdzielonych interwatem przestrzennym —
jest odwotanie si¢ do faktu udowodnionego w punkcie (5) powyzej. Okazuje si¢ wigc,
ze — mobwigc swobodnie — jedyna r6znica migdzy czasem a przestrzenia, wyrazalna w
teorii Minkowskiego, jest réznica wymiaru: czas jest jednowymiarowy, a przestrzefi —
trjwymiarowa.

Najpierw jednak musimy zdefiniowaé pojgcie pomocnicze Type:

Type(x, y, z, w) = Ju Col(z, w, u) A Conint(x, y, z, u).

Chodzi tu o to, ze interwat pomigdzy x a y jest tego samego typu, co interwat
pomigdzy z a w, gdy mozna przemnozy¢ jeden z dwéch wektoréw (np. z — w) tak, aby
otrzyma¢ wektor o tym samym interwale, co x — y. Jak wida¢, wektory zerowe tworzg
osobny typ, a oprdcz tego mamy jeszcze dwa typy — o interwale dodatnim i ujemnym.

Zdefiniujmy teraz predykat Time:

Time(x, y) = ~Light(x, y) A ~3z {Type(x, y, x, 2) A ~Col(x, y, 2) A Vw [Iy’, 7’

(Col(y’, y, x) A Col(Z’, z, x) A Par(x, ¥, 2, w)) = Type(x, y, x, w)l}.

Stownie: punkty x i y laczy interwal przestrzennopodobny, gdy nie taczy ich
interwal zerowy oraz: nie istnieje taki wektor 2o tym samym typie, co )Ty),
nierdwnolegly do JTy), i taki ze kazdy wektor rozpigty przez Y)? 574 jest tego samego typu,
coxy. Ze wzgledu na twierdzenie (5) definicja powyzsza jest poprawna.

Teraz zdefiniowanie interwatu czasopodobnego jest juz banalne:

Space(x, y) = ~Light(x, y) A ~Time(x, y).

Nastgpnym krokiem przygotowawczym jest zdefiniowanie prostopadiosci linii
przestrzennopodobnych.
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Orthspace(x, y, z) = 3w {Time (y, w) A Orthtime(w, y, x) A Orthtime(w, y, z) A Vw,
[(Time(y, w1) A Coplan(y, w, w1, z)) — Orthtime(w, y, x)]}

I znéw poprawno$¢ podanej definicji gwarantowana jest udowodnionym wcze$niej
twierdzeniem — tym razem twierdzeniem (4). Ostatni krok to zdefiniowanie pojecia,
ktére umozliwiloby «poréwnywanie» dlugoSci prostopadlych wektoréw czasopodob-
nych i przestrzennopodobnych. WprowadZmy zatem predykat Conorth:

Conorth(x, y, z) = 3xy, x3, x3, x4 Col(xy, y, x) A Col(xs, y, x) A Col(x2, y, ) A Col(xs,
¥, 2) A Light(xy, x2) A Light(x), x3) A Light(x3, x4) A Light(x3, x4) A Conpar(xy, x3, y, z) A
Conpar(x), x4, y, x) (por rys. 7).

X1 Rys. 7

Twierdzenie (6) upewnia nas, ze je§li migdzy punktami x, y a z zachodzi zdefiniowa-
na wyzej relacja Conorth, to interwat pomigdzy y a x rtowny jest interwalowi mi¢dzy y a
z ze znakiem minus.

Teraz jesteSmy juz w stanie zdefiniowa¢ iloczyn skalarny g, wystepujacy w mate-
matycznym sformulowaniu czasoprzestrzeni Minkowskiego. WprowadZmy zatem
piatk¢ punktéw (x, yo, 1, ¥2, ¥3), reprezentujacych uktad wspétrzednych w czasoprze-
strzeni, ktére maja spetniaé nastgpujace warunki:

(a) Time(x, yp) oraz Space(x, y;),dlai = 1,...3;

(b) Orthtime(yg, x, y; dla i = 1,...,3 oraz Orthspace(y;, x, y;), dla i # j;

(c) Conint(x, y1, x, y2) i Conint(x, y, x, y3);

(d) Conorth(yg, x, yi), dlai=1,....3.

Jak si¢ tatwo domysli¢, zdefiniowane punkty wyznaczaja nam ortonormalng bazge w
przestrzeni V. Zatem kazdy wektor u mozna jednoznacznie przedstawi¢ jako
kombinacje liniowa wektorow (x, y;). Wspdtczynniki rozkladu (uq, u;, uz, u3) daja nam
wspotrzedne wektora u, a iloczyn skalarny dwdch wektoréw u i v dany bedzie stan-
dardowym wzorem: ugvg — uvy — uzvz — uzvs. Dwuliniowo$¢ i symetryczno$é tak
zdefiniowanego odzworowania jest oczywista, a fakt, Ze ma ono sygnaturg (+, —, —, —)
wynika wprost z definicji punktéw (x, y;). Nasze zadanie zostato wigc wykonane.

Wspomnijmy mozZe na koniec o mozliwoéci empirycznego zdefiniowania predykatu
Conint, ktdry jest podstawowym terminem jako§ciowego ujecia teorii czasoprzestrzeni
Minkowskiego. Definicj¢ taka najtatwiej jest przedstawi¢ osobno dla punktéw odsepa-
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rowanych czasowo, osobno dla punktéw odseparowanych przestrzennie, a osobno dla
punktéw lezacych na jednym stozku §wietlnym:

(a) jezeli istnieja takie uktady odniesienia Uy i Uy, Ze punkty x i y znajduja si¢ w tym
samym miejscu wzglgdem uktadu U), a punkty z i w znajduja si¢ w tym samym miejscu
wzgledem uktadu U,, to Conint(x, y, z, w), zawsze i tylko wtedy gdy interwat czasowy
pomiedzy x a y mierzony w U; rowny jest interwatowi czasowemu pomigdzy z a w
mierzonemu w Uy;

(b) jezeli istnieja takie uktady odniesienia U, i Uy, ze punkty x i y sa rOwnoczesne
wzgledem Uy, a punkty z i w s3 rdwnoczesne wzgledem Uj, to Conint(x, y, z, w),
zawsze i tylko wtedy gdy odleglo$é przestrzenna pomigdzy x i y mierzona w U jest
réwna odleglosci przestrzennej pomigdzy z a w mierzonej w Us;

(c) jezeli x moze by¢ potaczony promieniem §wietlnym z y, a z moze by¢ potaczony
promieniem §wietlnym z w, to Conint(x, y, z, w).

Chcialbym zakoficzy¢ niniejsze rozwazania krdtka dygresja polemiczng. Ot6z pod
adresem konstrukcji podobnych do powyzszej, wysuwa si¢ nastgpujacy zarzut. Twier-
dzi si¢ mianowicie, ze zastgpienie np. standardowej, zmatematyzowanej teorii czaso-
przestrzeni teorig «jakoSciowa» tylko pozornie eliminuje matematyke z nauki
empirycznej. Istotnie, jako§ciowe odpowiedniki zmatematyzowanych teorii nie
postuguja si¢ liczbami, ale przeciez sa to nadal zaksjomatyzowane teorie formalne —
czyli teorie kwalifikujace si¢ jako nieempiryczne. Zakladali§my przeciez, ze sens wpro-
wadzanych terminéw (Bet, Con, Sim, Consim, Conint) dany jest odpowiednimi zesta-
wami aksjomatow. W rzeczywistosci wigc — twierdzg krytycy — eliminacji ulegta nie
matematyka, a co najwyzej teoria liczb (ogélniej, teoria przestrzeni R"). Jednakze
geometria, np. w ujeciu Hilberta czy Tarskiego, jest nadal teoria matematyczna. Sukces
nominalisty jest zatem iluzoryczny.

Czastkowej odpowiedzi na ten zarzut udzielilem juz w toku powyzszych wywodéw.
We wszystkich bowiem wypadkach, w ktérych wprowadzalem nowe predykaty ja-
kos$ciowe, rozwazatem takze kwesti¢ ich empirycznej interpretacji. Jesli zatem uznamy,
ze dla kazdego predykatu jakoSciowego okreSlona zostata pewna procedura, dzigki
ktorej mozliwe jest stwierdzenie, ktore obiekty fizyczne spetniaja ten predykat, to nie
mozemy juz dluzej utrzymywaé, ze wyjSciowa teoria jest nadal jedynie zaksjomatyzo-
wang teoria formalna. OczywiScie osobng kwestia jest to, czy zaproponowane proce-
dury interpretacyjne sg akceptowalne np. ze wzgledu na zachowanie prawdziwosci
wszystkich aksjomatéw. Mozna chociazby mie¢ watpliwo$¢, czy empirycznie zinter-
pretowana geometria zachowuje prawdziwos¢ aksjomatu ciagtodci. Problem ten jednak
nie stanowi trudno$ci wylacznie dla stanowiska nominalistycznego — borykaja si¢ z
nim wszyscy, ktorzy chcg zdaé sprawg z tego, w jaki sposdb mozna stosowaé
matematyke do opisu §wiata fizycznego.
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Powstaje jednak pytanie, czy takiej empirycznej interpretacji nie mozna przeprowa-
dzi¢ rowniez dla wyjSciowych, nieznominalizowanych teorii fizykalnych. Gdyby to
byto mozliwe, to oczywiscie cala przedstawiona w niniejszej pracy konstrukcja bytaby
niepotrzebna, gdyz okazatoby sig, ze dysponujemy juz teorig odnoszaca si¢ wytacznie
doobiektéw fizycznych, a zatem akceptowalng takze przez nominaliste. Jednakze moz-
liwo$¢ taka nie istnieje. Wynika to z prostego faktu, iz stownictwo matematyczne
wystepujace w zmatematyzowanych teoriach empirycznych ma juz jednoznacznie
okreslong interpretacj¢ — tzw. interpretacje wlasciwa — ktorg stanowia okreSlone
obiekty matematyczne. Jesli zatem w jgzyku jakiej$ teorii pojawi si¢ np. termin ,,0”, to
nie ma si¢ on odnosi¢ do dowolnego obiektu spetniajacego okreSlone aksjomaty Peana,
ale wlasnie do liczby 0. To samo dotyczy interpretacji symbolu R", czy R'— maja one
desygnowac¢ jedna, szczegbtowq struktur¢ matematyczna, a zatem nie moga w zadnym
razie by¢ empirycznie zinterpretowane. Teorie empiryczne w swoim standardowym
sformutowaniu s3 niejako «skazane» na zalozenie istnienia obiektdw matematycznych.

Reasumujac, mozna si¢ zgodzi¢ z krytykami, ze w rezultacie naszkicowanej kon-
strukcji mozemy zastapi¢ pewnag sformalizowang teori¢ czasoprzestrzeni T jedynie
przez inng sformalizowang teorig T'. Jednakze r6znica migdzy tymi teoriami polega na
tym, ze w T wystgpuja terminy, ktére maja jednoznacznie scharakteryzowana
interpretacje — s to terminy matematyczne, podczas gdy w teorii T” wszystkie terminy
sa w punkcie wyjscia traktowane czysto formalnie — a zatem mozna prébowaé znalezé
dla nich taka szczeg6lng interpretacje, ktora czyni zado$¢ nominalistycznym intuicjom.
Jesli dodamy do tego wzgledna «naturalno$é», z jaka taka interpretacja narzuca sig
kazdemu, kto zetknat si¢ z teorig T’, to mozna powiedzieé, ze zarzut sformutowany
powyzej przestaje mieé istotne znaczenie.



