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Abstract
THE PROBLEM OF LOGICAL OMNISCIENCE: AN ALTERNATIVE TO NON-NORMAL WORLDS

In this paper, we bring up the problem of logical omniscience in epistemic logic. One way of
avoiding the problem is through Rantala models, where non-normal worlds are introduced. Such
models are vulnerable to criticism, as we show. One of many issues that occur is the Bjerring re-
sult, which states that incorporating non-normal worlds makes the agent logically incompetent.
For this reason, we propose a different solution based on positional logics.
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Systemy logiczne ocenia sie pod wzgledem poprawnos$ci w dwoch aspek-
tach. Po pierwsze, sprawdza sie ich poprawno$¢ formalna, ktorg rozumie sie
jako niesprzeczno$¢ systemu, poprawno$¢ definicji, dowodow itp. Po drugie,
bada sie je pod wzgledem poprawnoSci filozoficznej, ktora zalezy od tego, czy
dana logika adekwatnie opisuje dziedzine lub problem, ktére ma analizowac
na gruncie formalnym.
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Kwestia poprawnoéci filozoficznej systemoéw logiki, zwlaszcza systemow
modalnych, nalezy do najwazniejszych zagadnien filozofii logiki. Prawdopo-
dobnie jako pierwszy w sposob systematyczny podjal ja Edward J. Lemmon
(1959), stawiajac pytanie, czy istnieje tylko jeden poprawny system logiki
modalnej. Lemmon przedstawil swoje pomysly, analizujac wybrane systemy
logiki modalnej w kontekscie réznych interpretacji modalnoSci, na przyklad
logike So.5 jako metalogike klasycznej logiki zdan, a logike S5 jako logike
zdan analitycznych. Zdaniem Lemmona logika modalna moze by¢ uznana za
poprawna, o ile mozemy wykaza¢ adekwatno$¢ zamierzonej interpretacji ope-
ratora modalnego. Na przyklad, jezeli S5 ma by¢ uznana za logike zdan ana-
litycznych, to musimy wykaza¢, ze formula O¢ jest prawem S5 wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢ jest schematem zdania analitycznie prawdziwego. Na podobna
idee poprawnoéci zwraca uwage Marek Lechniak (1988: 79), omawiajac w kon-
tekscie teorii racjonalnego zachowania logike epistemiczna Jerzego Losia.

W tym artykule, uwzgledniajac pojecie poprawnoéci zar6wno w sensie
formalnym, jak i filozoficznym, skupimy sie na problemie wszechwiedzy lo-
gicznej oraz probach usuniecia tego problemu za pomoca oslabienia normal-
nych logik epistemicznych. Wskazemy réwniez nowe rozwiazanie wykracza-
jace poza wasko rozumiang logike modalng, wykorzystujace narzedzia logiki

pozycyjnej.

1. PROBLEM POPRAWNOSCI NORMALNYCH LOGIK EPISTEMICZNYCH

Celem pierwszej czeSci artykulu jest przypomnienie semantycznej cha-
rakterystyki normalnej logiki epistemicznej (w skrocie NLE), ktora stanowi
szczegblny przypadek modalnej logiki epistemicznej (MLE) (por. Meyer
2001), oraz przedstawienie problemu wszechwiedzy logicznej w kontekscie
NLE. Zacznijmy od okreslenia jezyka MLE.

1.1. JEZYK MODALNEJ LOGIKI EPISTEMICZNEJ

Formuty MLE budujemy z liter zdaniowych: p,, ps, ps, ..., stalych Boole’ow-
skich: -, —, operatora wiedzy K i nawiaséw: ), (1. Zbidr liter zdaniowych
oznaczamy przez Lz. Aby uproéci¢ notacje, w roli liter zdaniowych bedziemy
uzywac liter p, q, r, ... i dopiero w razie potrzeby wprowadzimy indeksy.

1 Podkreslmy, ze wlaéciwie operator wiedzy ma postaé K,, gdzie o reprezentuje podmiot
epistemiczny. Zwyczajowo jednak w przypadku logik epistemicznych z jednym podmiotem
pomija sie indeks wskazujacy podmiot.
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W celu uproszczenia definicji poje¢, ktorymi bedziemy sie postugiwac, jezyk
MLE ograniczyliémy do dwoch stalych Boole’owskich.

Definicja 1.1. Zbior Foruie formul MLE jest najmniejszym zbio-
rem X spelniajacym nastepujace warunki:

() Lzc X,

(b) pe X= Kpe X,

() pe X= ~pe X,

Do yveX=poweX

Zbior Forkiz formul KLZ (klasycznej logiki zdan) jest najmniejszym zbio-
rem X spehliajacym warunki (a), (c) i (d) podane w definicji 1.1. Stad oczywi-
$cie Forxiz  Formie.

Jedli nie powoduje to wieloznacznoSci, bedziemy w formulach opuszczac
nawiasy zewnetrzne. Ponadto dla dowolnych ¢, ¥ € Formir przyjmujemy
nastepujace skroty formul: p A = -(@p - ), @ V ¥i= "9 > W, 0 Y=
((p—= w) = =(¢— ¥).

1.2. SEMANTYCZNY OPIS NLE

Przez NLE bedziemy rozumie¢ normalne logiki modalne, kt6ére zawieraja
logike T2. Poszczegdlne logiki beda rozumiane jako relacja konsekwencji se-
mantycznej wyznaczona wzgledem okre$lonej klasy struktur relacyjnych.

Definicja 1.2. Strukturq epistemicznqg jest dowolna para upo-
rzadkowana <W, Q>, w ktérej W jest niepustym zbiorem S$wia-
tow mozliwych, a Q ¢ W xW jest zwrotna relacja na W.

Niech ZW bedzie klasa struktur epistemicznychs.

Definicja 1.3. Modelem na strukturze S € ZW (modelem episte-
micznym) jest dowolna para uporzadkowana <S, v>, w ktorej
v: W x Lz — {0, 1} jest funkcja wartoéciowania dla liter zdanio-
wych w §wiecie ze zbioru W.

Klase wszystkich modeli epistemicznych ufundowanych na dowolnej struktu-
rze z klasy S € ZW oznaczmy jako M(S).

2 Jako NLE zakwalifikujemy réwniez logiki, ktore stanowia rozszerzenie T, a ktére moga
by¢ uznawane za logiki przekonan, a nie wiedzy.

3 Struktury relacyjne ze zwrotna relacja pozwalaja wyrazi¢ za pomoca formuly (T) K¢ — ¢
wlasno$¢ prawdziwosci (niezawodno$ci) wiedzy. Dlatego tez struktury te nazwaliémy epi-
stemicznymi.
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Prawdziwo$¢ formuly ¢ w $wiecie w w modelu 9t € M(S) (symbolicznie:
M, w E @) wyznaczaja nastepujace warunki dla dowolnych ; y € Formi:

M, wE ¥ wiw v(w, B)=1,0ile Be Lz
MweE-y wiwdl, wr v

Mwey—y wiw,we wlub M, wey
M, w E Ky witw Ve w (WQx = I, x = ¥).

Intuicyjnie rzecz ujmujac, w $wiecie w (modelu ) dany podmiot a wie,
ze @, wtedy i tylko wtedy, gdy formula ¢ jest prawdziwa w kazdym $wiecie
(modelu 9), ktéry podmiot a uznaje za mozliwy (tzn. ktory jest dla niego do-
stepny z w). Dodajac nowe wlasnoéci relacji epistemicznej dostepnosci Q,
otrzymujemy rézne pojecia wiedzy (por. Meyer 2001: 184-186). Wyrdznia sie
wiec klasy modeli jednolitych pod wzgledem wlasnosci owej relacji. Prawdzi-
wo$¢ w modelu definiujemy standardowo jako prawdziwos$¢ w kazdym $wiecie
w tym modelu. Z kolei prawdziwo$é¢ w strukturze epistemicznej to prawdziwo$c
w kazdym modelu okre$§lonym na tej strukturze, a prawdziwo$¢ w klasie struk-
tur epistemicznych to prawdziwo$¢ w kazdej strukturze nalezacej do tej klasy.
Prawdziwo$¢ w klasie struktur utozsamiamy z tautologicznoécia. Relacje kon-
sekwencji semantycznej zachodzaca miedzy zbiorami formul jezyka MLE
a pojedynczymi formulami tego jezyka definiujemy w standardowy sposéb:

Definicja 1.4. Niech £ U {¢} < Formir i S € ZW bedzie niepusta.
Y ks ) Wtwvimz<W,Q,v>e M(S) vwe W(v){e Zi):n7 WE Y= m’ WwkE (/7)~

Latwo zauwazyé, ze @ jest tautologia logiki wyznaczonej wzgledem klasy S
(symbolicznie: s @) wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona prawdziwa w kazdym
modelu okreslonym na strukturze z klasy S, czyli:

Es (/? witw ng:<W,Q,v>e M(S) Vwe Wgn’ wkE (/7

W artykule bedziemy odwolywac sie do najmniejszej NLE, tzn. do logiki T
wyznaczanej przez klase ZW. Stanowi ona najmniejsza NLE w tym sensie, ze
zawiera sie w kazdej NLE4.

1.3. PROBLEM WSZECHWIEDZY LOGICZNEJ

Pojecie wszechwiedzy logicznej okre§limy na podstawie formul oraz impli-
kacji metajezykowych, ktore zgodnie z opisem podanym przez Johna-Julesa

4 Zgodnie z podanym opisem klasyczna logik zdan zawiera sie w T, co znaczy, ze wszystkie
prawa tej logiki oraz ich podstawienia formulami ze zbioru ForMLE s3 tautologiami T.
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Meyera (2001: 191) maja wyraza¢ jej wlasnosci (por. Lechniak 2011: 231-242,
Surowik 2013: 75-78). Dla dowolnych ¢, y € Formie i dowolnej niepustej
S ¢ ZW wyro6zniamy nastepujace wyrazenia:

(O1) K(p— ) > (Kp— Ky)
(02) Kov Ky) - K(pv 7)
(03) Ko— K(pv 2)

(04) Es 9= s Ko

(0O5) Esp— y=>EsKp— Ky
(06) s> y=> s Kpe> Ky

Formuly (01)-(03) sa tautologiami dowolnej NLE, a implikacje (04)-(06)
sq spelnione dla dowolnej NLE (Meyer 2001: 186, 191, Swirydowicz 2014: 44-
47, 58-60). Formula (O1) glosi, ze jezeli podmiot wie, ze ¢ implikuje y, to wie
on, ze , o ile wie, ze @. Innymi slowy (O1) stwierdza, ze wiedza podmiotu jest
domknieta na regule modus ponens. Formuly (02) i (O3) z kolei wyrazaja
domkniecie wiedzy na regule wprowadzania alternatywy bedacej w zakresie
operatora wiedzy. OczywiScie formula (03) jest konsekwencja (02).

Implikacja (O4) stwierdza, ze podmiot zna kazdg tautologie. Zgodnie z im-
plikacja (O5) podmiot zna wszystkie konsekwencje zdania, ktére rowniez zna.
Implikacja (0O6) z kolei glosi, ze podmiot zna wszystkie zdania rownowazne
wzgledem danego zdania, ktore zna (por. Lechniak 2011: 232). Oczywiscie,
jezeli spelniona jest implikacja (O5), to spelniona jest rowniez implikacja (06).
Implikacje (O5) i (06), podobnie jak formuly (02) i (O3) uznajemy za wtérne
wlasnoSci wszechwiedzy logicznej. Za jej cechy dystynktywne, z formalnego
punktu widzenia, bedziemy uznawac formule (O1) wraz z implikacja (04)s5.

Meyer (2001: 191) wyrdznia rowniez niesprzeczno$¢ jako wazng wlasnosé
wszechwiedzy. Niesprzeczno$¢é wydaje sie zreszta dobrym kandydatem na
wlasnoéé wiedzy dowolnego rodzaju. Niemniej, w przypadku NLE konse-
kwencja semantyczng formuly wyrazajacej niesprzeczno$¢ -(K¢ A K- @) jest
formuta —-K(@ A ~¢), ktéra glosi, ze podmiot nie zna falszu logicznego. Skoro
pierwsza z nich jest tautologia, to i druga musi by¢ tautologia. Stad, na mocy
(04), tautologia jest réwniez formula K-=K(¢ A ~¢). Widzimy wiec, ze w przy-
padku NLE niesprzecznoé¢ implikuje metawiedze na temat falszu logicznego,
a to wydaje sie zbyt silne w przypadku analizy wiedzy innego rodzaju niz

5 Zwr6émy uwage, ze logika, w ktorej nie ma (O1) jako tautologii lub ktora nie spetnia
(04), nadal moze zawiera¢ (03) lub (02) jako tautologie lub spelnia¢ (O5) lub (06). Nie-
mniej, skupimy sie tu na analizie formuly (O1) i implikacji (O4).
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wszechwiedza logiczna. Zauwazmy przy tym, ze formula -(K¢p A K-¢) jest
konsekwencja formuly (T) wyrazajacej prawdziwos¢ wiedzy. Zatem w przy-
padku NLE niezawodno$¢ wiedzy pocigga niesprzeczno$¢ wiedzy, a stad roéw-
niez metawiedze na temat falszu logicznego.

Przez podmiot posiadajacy wszechwiedze logiczna bedziemy rozumieé ta-
ki podmiot, ktérego wiedza jest dedukcyjnie domknieta (czyli domknieta na
relacje konsekwencji logicznej)s. W szczego6lnoSci zna on wszystkie tautologie
danej logiki. Ogolnie mozna stwierdzié, ze dowolna NLE pozwala na analize
zdan epistemicznych, tj. zdan kwalifikujacych inne zdania jako wiedze, o ile
uwzgledniamy perspektywe podmiotu posiadajacego wszechwiedze logiczna.
Zatem logiki tworzace klase NLE nie nadaja sie do opisu podmiotow, ktore
nie sa doskonalymi logikami (nie maja jakiej$ specjalnej nieskonczonej mocy
obliczeniowej i pamieci). Takie podmioty nie maja wszechwiedzy logiczne;.
Na przyklad nie znajg wszystkich tautologii KLZ. Jednak na mocy (O4) oraz
faktu, ze dowolna tautologia KLZ jest tautologia dowolnej NLE, podmiot po-
znajacy powinien znaé wszystkie klasyczne tautologie.

Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, ze NLE stosuje sie do analizy zdan epi-
stemicznych, o ile przez wiedze rozumiemy wiedze skrajnie racjonalnego
podmiotu, tzn. taka, ktéra ma nastepujace wlasnosci:

1. jest niepusta,

2. jest niesprzeczna,

3. jest domknieta na relacje konsekwencji logicznej,
4. jest prawdziwa,

5. podmiot takiej wiedzy ma samowiedze’.

Wlasno$¢ 1 jest zagwarantowana w opisie formalnym chociazby ze wzgledu
na fakt posiadania przez T jakich$ tautologii, a te zgodnie z (O4) sa przedmio-
tem wiedzy. Wlasno$¢ 2 réwniez jest zachowana, skoro formula (K¢ A K-¢)
jest tautologia T. Wlasnoé¢ 3 jest zachowana ze wzgledu na tautologicznosé
formuly (O1) i zachodzenie metajezykowej implikacji (O4)8. Natomiast wia-
sno$t 4 jest zachowana, poniewaz formula K¢ — ¢ (formula T) jest tautologia T.

6 Taka wszechwiedze nazywa sie czasem wszechwiedza dedukcyjna. Z kolei przez
wszechwiedze logiczng rozumie sie znajomo$¢ wszystkich tautologii danej logiki episte-
micznej (Lechniak 2011: 231-235).

7 Podane tu wlasnosci przyjmujemy za teoria racjonalnego dzialania Wojciecha Patryasa,
szczegdlowo omowiona w (Lechniak 1988).

8 Zauwazmy, ze wlasno$¢ 3 pociaga za soba wlasnosé 1. W wypadku analizy wiedzy nie-
doskonatego podmiotu wlasno$¢ 3 musi by¢ odrzucona, jako ze charakteryzuje pojecie
wszechwiedzy logicznej.
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Z kolei w wypadku samowiedzy (warunek 5) mozemy uwzglednié logiki okre$-
lone wzgledem struktur, w ktérych zwrotna relacja dostepnosci jest dodat-
kowo przechodnia. Taka logika jest S4. W logice tej tautologia jest formula
K¢ — KK¢ (formula 4), ktéra wyraza tak zwang samowiedze pozytywng pod-
miotu. Jezeli dodatkowo wymagamy, aby podmiot, ktory czego$ nie wie, wie-
dzial, Ze tego czego$ nie wie, czyli aby mial tak zwang samowiedze negatywna,
mozemy rozwazy¢ logike okre$long wzgledem struktur ze zwrotna i prze-
chodnig relacja dostepnoéci, ktora jest dodatkowo euklidesowa (por. Surowik
2013: 72-73)9. Otrzymamy w ten sposob logike S5. W takiej logice tautologia
jest formula K¢ — K-K¢ (formula 5).

2. NIENORMALNE SWIATY MOZLIWE I OSLABIENIE NLE

W tej cze$ci przedstawimy propozycje rozwigzania problemu wszechwie-
dzy przez odwolanie sie do pojecia nienormalnego $wiata mozliwego. Takie
rozwigzanie zostalo po raz pierwszy wprowadzone w logice doksastycznej
przez Veikko Rantale (por. Meyer 2001: 192-193). Pokazemy, ze logika epi-
stemiczna okreSlona wzgledem klasy takich modeli nie zachowuje wlasnoSci
charakterystycznych dla wszechwiedzy logicznej (O1) i (O4). Z tego tez powo-
du logika okreslona wzgledem struktur ze $wiatami nienormalnymi wydaje
sie dobrym kandydatem na logike epistemiczng podmiotu racjonalnego, ktéry
nie jest obdarzony wszechwiedza logiczng. Zobaczymy jednak, ze podmiot,
ktorego punkt widzenia jest przez taka logike uwzgledniony, musi by¢ bardzo
malo racjonalny lub w ogdle nieracjonalny. Zrédlem problemu jest uzycie
pojecia $wiata nienormalnego w konteksScie analizy zdan epistemicznych.

2.1. MODELE ZE SWIATAMI NIENORMALNYMI

Pojecie modelu ze Swiatami nienormalnymi jest prosta modyfikacja poje-
cia modelu epistemicznego okreSlonego w definicji 1.3. Najpierw wprowa-
dzamy modyfikacje struktury epistemicznej. Zbidér W swiatow mozliwych roz-
szerzamy o tzw. niemozliwe $wiaty mozliwe (impossible possible worlds),
zwane réwniez Swiatami nienormalnymi, ktorych zbior oznaczamy przez W*
(por. Meyer 2001: 192-193). Réznica W\ W* stanowi zbiér normalnych $wia-
tow mozliwych. W éwiatach nienormalnych wszystko moze mie¢ miejsce, zadna

9 Zasada negatywnej introspekcji wydaje sie nieintuicyjna przede wszystkim z powodu
Suk” w wiedzy faktualnej (np. wywolanych przez to, co jest poza zasiegiem naszego poj-
mowania lub wyrazania).
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logika nie musi w nich obowiazywa¢. Uzyskana strukture nazywamy strukturq
epistemiczng ze Swiatami nienormalnymi. Klase takich struktur oznaczmy
jako ZW*. Strukture epistemiczng okre$lona w definicji 1.3 mozna potraktowac
jako szczegdlny przypadek struktury obecnie analizowanej, tj. jako strukture
z pustym zbiorem $wiatéw nienormalnych.

Nastepnie modyfikujemy funkcje warto$ciowania v. Wymagamy, aby spel-
niala nastepujace warunki: (i) kazdej parze <w, ¢> gdziew e W\ W*, a pe Lz,
przypisuje ona jedna z wartoSci logicznych: o, 1; (ii) kazdej parze <w, ¢> gdzie
w e W* a ¢ e Formwg, przypisuje ona jedna z wartosci logicznych: o0, 1. Zatem
uzyskujemy funkeje v : (W \W*) x Lz) U (W* x Foryie) — {0, 1}.

Modelem epistemicznym ze Swiatami nienormalnymi jest model <W, W*,
R, v> uzyskany w opisany wyzej spos6b. Warunki prawdziwosci formut w mo-
delu 9 w $wiecie normalnym okre$§lamy tak samo jak w przypadku modelu
epistemicznego. W przypadku prawdziwo$ci w §wiecie nienormalnym w przyj-
mujemy dla dowolnej ¢ € Foryie nastepujacy warunek:

M, wE pwtwv(w, ) =1

Zauwazmy, ze w $wiatach nienormalnych wszystkie formuly traktowane
sg jak ,atomy”, tzn. warto$¢ formuly zlozonej w $wiecie nienormalnym nie
zalezy od wartoéci formul skladowych w tym Swiecie. Relacje konsekwencji
semantycznej definiujemy podobnie jak w przypadku definicji 1.4, ale wzgledem
niepustej S ¢ ZW* i z zachowaniem prawdziwos$ci w §wiatach normalnych.

2.2, USUNIECIE PROBLEMU WSZECHWIEDZY LOGICZNEJ

Modyfikacja modelu epistemicznego przez wprowadzenie Swiatow nienor-
malnych oraz przyjecie, ze funkcja warto$ciowania v w tych §wiatach moze za-
chowywac sie calkowicie arbitralnie, pozwala rozwiaza¢ problem wszechwiedzy
logicznej, tj. sfalsyfikowaé (O1) i (O4). Nalezy w tym celu wybrac taki $wiat nie-
normalny, ktéry bedzie dostepny podmiotowi i w ktéorym wartosci logiczne
formul sprawia, ze jego wiedza nie bedzie domknieta na relacje konsekwencji.

Zilustrujmy to, budujac kontrmodel dla formuly (01). Za ¢ wezmy litere
zdaniowa p, a za y litere zdaniowa q. Model 9 =<W, W*, Q, v> okre§lamy
w nastepujacy sposob: W = {w, u}, W* = {u}, Q = {<w, u>, <w, w>, <u, u>},
a v jest warto$ciowaniem takim, ze: v(u, p — q) = v(u, p) = 1, v(u, q) = v(u, Kq)
= 0, a dowolnym innym literom w w i formulom w u funkcja v przypisuje
warto$¢ 1. Uzyskujemy wowcezas: 9, w E K(p — q), M, w = Kp i M, w # Kq.

Zbudujmy réwniez kontrmodel dla implikacji (04). Za ¢ wezmy tautologie
p — p. Model 9 = <W, W*, Q, v> okreSlmy w nastepujacy sposob: W = {w, u},
w* = {u}, Q = {<w, u>, <w, w>, <u, u>}, v jest warto$ciowaniem takim, ze:
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v(u, p — p) = v(u, K(p — p)) = 0, a dowolnym literom w w i dowolnym innym
formulom w u funkcja v przypisuje wartoéc 1. Uzyskujemy wowczas: Ezw+ p — p
i #zw+ K(p — p).

Widzimy zatem, ze z formalnego punktu widzenia §wiaty nienormalne
faktycznie pozwalaja pozby¢ sie problemu wszechwiedzy logicznej. Mimo to
mozna wobec logiki modalnej ze Swiatami nienormalnymi wysuna¢ zarzuty,
ktére uniemozliwiaja uznanie jej za poprawna logike wiedzy racjonalnego
podmiotu.

2.3. KRYTYKA ZASTOSOWANIA NIENORMALNYCH SWIATOW MOZLIWYCH

Przedstawimy teraz zarzut Jensa Christiana Bjerringa (2013) wobec sto-
sowania pojecia $wiata niemozliwego do analizy pojecia wiedzy. Przez $wiaty
niemozliwe Bjerring rozumie $§wiaty, ktére zawieraja jaka$ sprzeczno$é. Jego
zdaniem $wiaty niemozliwe pozwalaja na modelowanie jedynie bardzo malo
racjonalnych podmiotéw i nie moga by¢ uzyte do analizy wiedzy podmiotow
umiarkowanie racjonalnych. Przedstawione tu ujecie odnoszgce sie do pojecia
Swiatow stanowi swego rodzaju uproszczenie stosowanej wyzej semantyki
Swiatow mozliwych.

Przyjmijmy za Bjerringiem, ze Swiaty mozliwe (réwniez nienormalne)
identyfikujemy z maksymalnymi zbiorami formultc. Przez maksymalny zbior
formut rozumiemy taki zbiér, ze dla dowolnej formuly ¢, ¢ nalezy do tego
zbioru lub —¢ nalezy do tego zbioru. Przez §wiat normalny rozumiemy maksy-
malny i niesprzeczny zbioér formul. Z kolei przez Swiat nienormalny rozumiemy
maksymalny i sprzeczny zbi6ér formul. Dopuszczenie sprzeczno$ci, w przypadku
$wiatow nienormalnych, okazuje sie powaznym problemem. Przypomnijmy,
ze zbior formutl jest niesprzeczny (w sensie semantycznym), gdy jest spelialny,
czyli gdy istnieje klasyczne wartoSciowanie przypisujace warto$¢ 1 kazdej for-
mule z tego zbioru. Zbior jest sprzeczny (w sensie semantycznym), gdy nie jest
niesprzeczny. Bjerring przyjmuje, ze ,podmiot wie, ze ¢’ jest prawda wtedy
i tylko wtedy, gdy ¢ jest prawda w kazdym epistemicznie mozliwym (dla tego
podmiotu) Swiecier.

Zwr6émy uwage, ze w podanej przez nas definicji struktury epistemiczne;j
(def. 1.2) nie precyzujemy, czym sg $wiaty mozliwe. Jednakze kazdy $wiat
z dowolnego ustalonego modelu moglibySmy utozsamic¢ z pewnym zbiorem

10 Podkreslmy, ze Bjerring rozwaza jezyk zerowego rzedu z dwiema statymi Boole’owskimi,
tj. =i —. Poslugujac sie innymi symbolami, uzywa skrétéw formut zbudowanych jedynie za
pomoca -, — i nawiasoéw (por. cze$é 1.1).

1 Swiaty epistemicznie mozliwe (alternatywy epistemiczne) mozna intuicyjnie rozu-
mie¢ jako $wiaty mozliwe, ktore nie sa wykluczone przez wiedze podmiotu.
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formul. Taki zbiér moglibySmy okresli¢ jako najmniejszy zbioér X taki, ze (i)
jezeli ¢ jest prawdziwa w danym S$wiecie rozwazanego modelu, to jest ele-
mentem %, (ii) jezeli g nie jest prawda w danym $wiecie rozwazanego modelu,
to -~ ¢@jest elementem X.

Bjerring skupia sie na wiedzy podmiotu umiarkowanie racjonalnego2 i jego
zdolnoSciach rozumowania w obrebie jezyka logiki zdaniowej. Jego zdaniem
taki podmiot musi mie¢ zdolno$¢ rozpoznawania jawnej sprzecznoéci (blatant
inconsistency). Przykladem tego rodzaju sprzecznosci, wyrazalnym w jezyku
zerowego rzedu, jest zdanie ,M6j rower jest w caloSci niebieski i zarazem w ca-
losci czerwony”. Bjerring wskazuje na relatywno$é pojecia jawnej sprzecznosci.
Zalezy ona od tego, z jakiego rodzaju podmiotami (agents) mamy do czynie-
nia. Co jest jawna sprzeczno$cia dla profesora logiki, nie musi by¢ takie dla
studenta pierwszego roku studiéw filozoficznych. Podmiot umiarkowanie ra-
cjonalny powinien mie¢ nietrywialne poznawcze i obliczeniowe zdolno$ci umo-
zliwiajace mu przeprowadzanie prostych rozumowan logicznych (Bjerring 2013:
2510). Rozumowania logiczne maja polega¢ na znajomosci i umiejetnosci sto-
sowania regul inferencji klasycznej logiki zdan w celu zwiekszenia posiadanej
wiedzy. Zwiekszanie wiedzy ma by¢ z kolei utozsamione z eliminacja §wiatow
jako epistemicznych alternatyw. Na przyktad, dowiadujac sie, ze Canberra jest
stolica Australii, eliminujemy wszystkie §wiaty mozliwe, w ktorych Canberra
nie jest stolica Australii (Bjerring 2013: 2508). W zwiazku z tym podmiot
umiarkowanie racjonalny musi byé w stanie wykluczyé wszystkie Swiaty we-
ryfikujace jawne sprzecznosci.

Majac na wzgledzie wspomniang relatywnos$¢ pojecia jawnej sprzeczno$ci,
Bjerring przyjmuje, ze jawna sprzeczno$¢ to taka, ktéra daje sie wyprowadzié
w jednym kroku inferencyjnym. Rozpatrywana liczba krokéw dedukcyjnych
ma odpowiada¢ warunkowi minimalnej racjonalno$ci. Innymi slowy, podmiot,
ktory jest minimalnie racjonalny, musi potrafi¢ wykry¢ kazda jawna sprzecz-
noé¢, czyli taka, ktorej wykrycie wymaga tylko jednego zastosowania jakiej$
reguly inferencji. Regulami inferencji sa obowiazujgce w réznych systemach
dedukcji naturalnej reguly eliminacji i wprowadzania stalych Boole’owskich.
Autor proponuje na przyklad reguly wprowadzone w (Bostock 1997: 252)
z pewnymi modyfikacjami w przypadku reguly eliminacji koniunkcji i zane-
gowanej implikacji. Po pierwsze, regula eliminacji koniunkcji ma pozwala¢ na
przejscie od formuly ¢ A wdo formul ¢, ww jednym kroku. Po drugie, regula
eliminacji zanegowanej implikacji ma pozwala¢ na przejScie od formuly

12 Bjerring postuguje sie nazwa umiarkowanie doskonaly podmiot (moderately ideal
agent). W artykule stosujemy nazwe umiarkowanie racjonalny podmiot, chcac w ten spo-
s6b zaznaczyé, ze interesuje nas stopien doskonatoéci podmiotu w aspekcie zdolnoéci ro-
zumowania, tj. zdolnosci inferencyjnych.
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-(p— p) do formul ¢, -y w jednym kroku. Ponadto Bjerring zaklada, ze
w dowolnym zbiorze, ktérego pewien podzbiér ma postaé {¢, —¢}, podmiot
wykrywa sprzeczno$¢ natychmiast, tzn. w zerowej liczbie krokdéw. W celu wy-
krycia sprzecznosci przeprowadzamy dedukcje, wychodzac od danego zbioru
formul i dolgczajac do niego formule lub formuly, stosujac jeden raz jedna
z przyjetych regul inferencji. W ten sposéb dochodzimy do definicji jawnie
sprzecznego zdania/zbioru zdan (Bjerring 2013: 2512):

Formula ¢ (zbior formul ¥) jest jawnie sprzeczna wtw sprzecz-
noé¢ postaci {y, -y} moze zosta¢c wyprowadzona z ¢ (z X) za
sprawg co najwyzej jednego uzycia jednej z regut inferencji.

Formula ¢ (zbidr X) jest subtelnie sprzeczna wtw jest sprzeczna
inie jest jawnie sprzeczna.

Rozumiejac niesprzeczno$¢ jako spelnialno$é, Bjerring dowodzi (2013:
2514), ze niepusty zbiér niesprzeczny dla dowolnych formul ¢, y spelnia na-
stepujgce warunki:

(D) pe Twtw -~pe¢ T,
(ii) p—>yeTwtwee T'lub ye T.

Na tej podstawie mozna stwierdzié, ze sprzeczny zbiér formut nie spelnia
(i) lub (ii). Jedli nie spelnia (i) i jest przy tym maksymalny, to zawiera
sprzeczny zbior o postaci {@, ~¢}. Jesli nie spelnia (ii) i jest maksymalny, to
zawiera jeden z nastepujacych sprzecznych zbiorow: {g, ¢ — z, -y} lub {-¢,
(9 = 1), 1 b {-¢, =(¢ = 1), 1}, lub {g, =(¢p - 1), 1} W pierwszym
przypadku mamy do czynienia ze zbiorem jawnie sprzecznym w oczywisty
sposbb. W drugim — réwniez ze zbiorami jawnie sprzecznymi, wystarczy bo-
wiem jedno zastosowanie odpowiedniej reguly inferencji, aby otrzymac
sprzeczno$é { ¢, - ¢}. W przypadku zbioru pierwszego stosujemy regule modus
ponens, w przypadku pozostalych zbioréw regule eliminacji zanegowanej im-
plikacji. W ten sposéb dochodzimy do wniosku, ze kazdy maksymalny
sprzeczny zbior jest jawnie sprzeczny (Bjerring 2013: 2520-2522).

Przyjmijmy, ze chcemy rozwiazaé problem wszechwiedzy logicznej i w tym
celu zalézmy, ze co najmniej jeden $wiat nienormalny bedzie stanowié $wiat
epistemicznie mozliwy. Podobnie jak w przypadku kontrmodeli, ktére podali-
Smy w czedci 2.2, §wiaty te musza by¢ sprzeczne. Latwo sprawdzi¢, ze obydwa
podane przez nas §wiaty, przy zalozeniu, ze $§wiaty te utozsamimy z odpo-
wiednimi maksymalnymi zbiorami formul, pozwalajg uzyskac jawng sprzecz-
noé¢. W pierwszym przypadku wystarczy zastosowaé regute modus ponens,
w drugim regule eliminacji zanegowanej implikacji. Jezeli jednak chcemy za-
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pewni¢ naszemu podmiotowi minimalng racjonalno$¢ w sensie Bjerringa, to
musimy przyjac, ze zaden z epistemicznie mozliwych §wiatow nie jest jawnie
sprzeczny. Mozemy zatem sprobowaé¢ podaé takie kontrmodele, w ktérych
Swiaty nienormalne beda zawierac¢ sprzeczne formuly, ale nie da sie wydoby¢
jawnej sprzecznoSci przez jedno tylko zastosowanie reguly inferencji. Jest to
jednak niemozliwe, poniewaz zgodnie z analizg Bjerringa, o ile bedg to zbiory
sprzeczne, to beda réwniez jawnie sprzeczne. Tymczasem musza by¢ to zbiory
sprzeczne, jezeli chcemy sfalsyfikowaé¢ (O1) lub (O4). Widzimy zatem, ze
w przypadku modeli zawierajgcych §wiaty nienormalne nie da sie pogodzic¢
braku wszechwiedzy logicznej z Bjerringowska minimalna racjonalnoécia
podmiotu. Podmiot, ktéry nie ma absolutnej wiedzy logicznej, okazuje sie
zatem bardzo malo racjonalny.

Podsumowujac, na mocy rozwazan Bjerringa mamy dwie mozliwos$ci: (1)
albo problem wszechwiedzy logicznej pozostanie nierozwiazany, a przyjeta
logika modalna bedzie odnosi¢ sie jedynie do wiedzy podmiotéw o nieograni-
czonych zdolnoS$ciach logicznych, (2) albo rozwiazemy problem wszechwiedzy,
lecz wowczas nasza logika bedzie odpowiednia tylko dla wiedzy podmiotow,
ktore nie majg nawet prostych umiejetnoéci dedukeyjnych. Przypomnijmy, ze
takie umiejetnoéci rozumiane s jako zdolno$¢ eliminacji Swiatow niemozli-
wych zawierajacych jawne sprzeczno$ci. Wedlug Bjerringa zdolnoéci tej nie
da sie zrealizowaé¢ w wypadku wcze$niej zarysowanych modeli zawierajacych
$wiaty nienormalne.

Zadna z tych mozliwoéci nie jest wiec satysfakcjonujaca. Mozna, rzecz ja-
sna, przekonywaé, ze skoro mamy wybiera¢ miedzy modelem wiedzy pod-
miotu posiadajacego wszechwiedze logiczna a modelem wiedzy bardzo malo
racjonalnego lub w ogoble nieracjonalnego podmiotu, to wybierzmy pierwszy
model ze wzgledu na jego zalety formalne. Sama konstrukcja takiego modelu
jest bardzo prosta. Klasy takich modeli generuja logiki, ktére zachowuja pra-
wa klasyczne i pozwalaja wyrazac rozne logiczne zaleznoéci zwiazane z poje-
ciem wiedzy. Nie o to jednak chodzi, abyémy wybrali mniejsze zlo i zakonczyli
analize problemu wszechwiedzy logicznej, stwierdzajac, ze z dwojga zlego lepszy
jest logicznie wszechwiedzacy podmiot niz bardzo malo racjonalny podmiot.
Rozwazajac zdania epistemiczne, powinniSmy mie¢ mozliwo$§¢é uwzglednienia
czego$ pomiedzy wskazanymi skrajno$ciami, tzn. uwzglednienia perspektywy
podmiotu umiarkowanie racjonalnego.

Mozna jednak watpi¢, czy umiejetno$¢é wykrywania jawnych sprzeczno$ci
powinna by¢ dostepna umiarkowanie racjonalnym podmiotom. Pod tym
wzgledem wobec koncepcji Bjerringa mozna wysunaé¢ co najmniej dwa za-
rzuty. Po pierwsze, na krytyke podatny jest wymo6g maksymalno$ci Swiatow.
Zauwazmy, ze zgodnie z definicja maksymalnoéci, ktéra proponuje autor,
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wszystkie §wiaty normalne spelniajag warunek maksymalno$ci, gdyz funkcja
warto$ciowania jest rozumiana klasycznie. Inaczej sprawy sie majg ze $wia-
tami nienormalnymi. Otéz wystarczy wziagé pod uwage model, w ktorym wy-
stepuje przynajmniej jeden taki Swiat nienormalny w, ze ani formula ¢, ani
formula —¢ nie jest w nim prawdziwa. Wida¢, ze takie Swiaty nie beda spelniaé
warunku maksymalno$ci w sensie Bjerringa. W zwiazku z tym otrzymany wynik
nie dotyczy dowolnego modelu ze §wiatami nienormalnymi. Mozna wiec py-
ta¢: skad decyzja o pominieciu modeli, w ktoérych nie wszystkie §wiaty spel-
niajg warunek maksymalnoéci? Czy dla dowolnego zdania podmiot umiarko-
wanie racjonalny musi by¢ przekonany o tym zdaniu lub o jego negacji?

Po drugie, zauwazmy, ze nawet gdy rozpatrujemy wykrywalng natychmiast
(czyli bez potrzeby wykorzystywania regul inferencji) sprzecznosc {¢, ~¢}, to do
przejrzenia i tak mamy przeliczalnie nieskonczenie wiele formul. W zwiazku
z tym mozliwa jest sytuacja, w ktorej podmiot po rozpoznaniu ¢ musi rozpa-
trzy¢ ogromna liczbe innych formut (np. miliard), zanim dojdzie do formuly - ¢.
Ponadto, podmiot méglby natrafi¢ na formuly o bardzo duzej ztozonoéci, poten-
cjalnie nawet zbudowane za pomoca miliona lub miliarda sp6jnikéw. Zwroémy
réwniez uwage, ze jezeli dany zbior bedzie jawnie sprzeczny, to podmiot w kon-
cu, o ile wystarczy mu zycia, ma szanse wyprowadzi¢ te sprzeczno$¢. Ale gdy
zbior nie bedzie jawnie sprzeczny, analiza nigdy nie dobiegnie konca, poniewaz
podmiot nie moze mie¢ pewnosci, ze zadna z formul, ktére ma jeszcze do przej-
rzenia, nie pozwoli w co najwyzej jednym kroku wyprowadzié sprzecznosci.

Ze wzgledu na wskazane problemy sprébujemy zarysowac inng koncepcje
podmiotu umiarkowanie racjonalnego. Wykorzystujac pewne intuicje, okre-
§limy odpowiednig logike epistemiczng, porzucimy przy tym jednak jezyk lo-
giki modalnej na rzecz jezyka logiki pozycyjne;j.

3. PODMIOT UMIARKOWANIE RACJONALNY

Umiarkowanie racjonalny lub niedoskonaly pod wzgledem zdolnoéci po-
znawczych podmiot P1 jest czym$ posrednim miedzy podmiotem skrajnie ra-
cjonalnym P2 a podmiotem bardzo malo racjonalnym Po. Podmiot P1 moze
sie myli¢, lecz wiekszo$¢ jego rozumowan jest poprawna. To odréznia go od
P2 (ktory jest bezbledny i dysponuje wszechwiedza logiczna) i Po (ktérego
wiekszo$¢ rozumowan jest obarczona bledem i ktéry moze przeoczyé nawet
oczywiste bledy logiczne).

P2 dysponuje wszechwiedzg logiczna. W jego przypadku wiedza rozumia-
na jest jako prawdziwe przekonania domkniete na relacje konsekwencji lo-
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gicznej (por. cze$t 1.3). P2 musi rowniez mie¢ samowiedze pozytywna i ne-
gatywna (por. cze$c 1.3). Taki podmiot nie musi wiedzie¢ wszystkiego, lecz
przyjmiemy, ze wszystkie jego przekonania zasluguja na miano wiedzy. In-
nymi slowy P2 nie moze sie myli¢, lecz w pewnych przypadkach moze nie
zna¢ odpowiedzi na zadane pytanie.

Po z kolei nie tylko nie ma wszechwiedzy logicznej, lecz takze moze uzna-
wacé falsze logiczne (kontrtautologie) za prawde. Jego wiedza réwniez musi
by¢ prawdziwa i niesprzeczna, lecz nie musi by¢ domknieta na relacje konse-
kwencji logicznej. Po nie dysponuje ani pozytywna, ani negatywna samowiedza.

Wiedza P1 jest pod pewnym wzgledem podobna do wiedzy P2, a pod in-
nym do wiedzy Po. P2 stanowi dla P1 autorytet epistemiczny, a Po stanowi
dolna granice tego, co P1 musi uznawac za prawdziwe, zgodnie z zasada: jezeli
bardzo malo racjonalny podmiot dostrzegt jakas prawde, to i umiarkowanie
racjonalny podmiot musi jg dostrzec. P1 nie ma oczywiscie wszechwiedzy lo-
gicznej. Nie musi znaé wszystkich tautologii ani tez jego przekonania nie mu-
sza by¢ domkniete na relacje konsekwencji logicznej. By¢ moze jednak po-
winna by¢ domknieta na modus ponens (por. czes¢ 1.3). Niewatpliwie jednak
wiedza P1 musi spelnia¢ co najmniej warunek prawdziwosci, co powinno im-
plikowa¢ niesprzeczno$é. Podmiot taki powinien réwniez mieé¢ pozytywna
samowiedze i nie mie¢ negatywnej samowiedzy (por. cze$¢ 1.3). MoglibySmy
uwzglednié rowniez warianty, zgodnie z ktérymi wiedza P1 jest domknieta na
spojnik koniunkgji, alternatywy i/lub réwnowaznosci, jak réwniez inne po-
dobne wlasno$ci. Za minimalne wilasno$ci wiedzy P1 uznamy zatem brak
wszechwiedzy logicznej, prawdziwosé (a zatem i niesprzeczno$¢) oraz posia-
danie samowiedzy pozytywnej.

Zgodnie z interpretacja epistemiczng $wiaty mozliwe stanowia reprezen-
tacje przekonan podmiotéw. W przypadku $§wiatéw normalnych mamy do
czynienia z przekonaniami, ktére musza by¢ logicznie poprawne, w przypadku
Swiatow niemozliwych przekonania moga by¢ niezgodne z prawami logiki.
Pojawia sie pytanie, czy zbiorem alternatyw epistemicznych P1 moze by¢ suma
$wiatow normalnych i nienormalnych, a zatem czy suma tych Swiatbw moze
stanowit obraz przekonan P1. Jezeli tak, to trzeba uznaé, ze taki podmiot ma
dostep do wszystkich praw logiki i rozumie, jak je stosowac, ale rownocze$nie
nie zna zadnych praw lub przynajmniej z jakich$ powodéw ich nie stosuje,
a jego przekonania to wynik snucia domystéw. To pokazuje, ze potrzebujemy
jakiego$ trzeciego rodzaju Swiatow mozliwych, ktére w pewnej mierze bylyby
normalne, a w pewnej mierze nienormalne.

Sprébujemy jednak spojrzeé na problem wiedzy P1 nieco inaczej. Zamiast
sprawdza¢ dostepne mu alternatywy epistemiczne, czymkolwiek mialyby by¢,
mozemy analizowaé przekonania P2 i Po. Jezeli co$ okaze sie prawda z punktu
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widzenia P2 i Po, to uznamy, ze jest prawdziwym przekonaniem P1. Pomyst
ten opiera sie na zalozeniu, ze skoro co$ jest prawda dla P2, to musi by¢
prawda, a jezeli dodatkowo podmiot bez wiekszych kompetencji poznawczych
Po byl w stanie to dostrzec, to tym bardziej dostrzeze to podmiot P1, ktorego
kompetencje poznawcze sa wyzsze. Chcemy przez to stwierdzié, ze wiedza P1
to te spoérod przekonan Po, ktore sa rowniez przekonaniami P2. Podmiot Po
jest gwarantem dostepnos$ci danych przekonan dla P1, a podmiot P2 jest gwa-
rantem poprawnosci i prawdziwos$ci tych przekonan. Mozemy zatem zauwa-
zy¢, ze stany wiedzy P11 Po sg tozsame. R6znica polega na tym, ze PO moze
uznawac za prawdziwe zdania, ktérych P1 nie moze zaakceptowaé. Na przy-
klad, Po moze przyjaé¢ zdanie o postaci -(p — p), natomiast P1 nie moze tego
zrobi¢, poniewaz nie zrobi tego P2. Ponadto P1 nie musi wcale akceptowaé
zdania o postaci p — p, poniewaz takie zdania moga by¢ niedostepne pod-
miotowi Po. Zauwazmy, ze gdy P2 lub Po odrzucajg jakie$ przekonanie, to P1
moze mie¢ watpliwoéci, czy je przyjaé. Dla uproszczenia uznamy jednak, ze
odrzuci on takie przekonanie, co nie znaczy, ze zaakceptuje negacje tego zda-
nia. Tak naprawde takie przekonanie nie bedzie dla niego ani prawdziwe, ani
falszywe, musi mieé trzecia warto$c¢ logiczna.

Zwrbémy uwage, ze postugujac sie semantyka Swiatow mozliwych, mamy
szanse analizowaé¢ zar6wno Swiaty normalne, jak i §wiaty nienormalne. A za-
tem mozemy analizowa¢ zar6wno przekonania P2, jak i Po. Czy mamy zatem
mozliwo$¢ uwzglednienia perspektywy P1? Trzeba jednak zapytac, z punktu
widzenia jakiego §wiata analizujemy takie przekonania, a zatem kto przyglada
sie innym $wiatom. Jezeli wychodzimy od §wiata normalnego, to mamy do
czynienia z punktem widzenia P2. Jezeli wychodzimy od §wiata nienormalne-
go, to mamy do czynienia z perspektywa Po. Sadzimy, Ze logika modalna nie
jest odpowiednia do analizy wiedzy podmiotu umiarkowanie racjonalnego
w zarysowanym sensie. Naszym zdaniem bardziej obiecujaca w tym wzgledzie
jest logika pozycyjna. Opis logiki epistemicznej w kategoriach logiki pozycyj-
nej przedstawimy w nastepne;j czesci.

4. INNA PROBA ROZWIAZANIA
PROBLEMU WSZECHWIEDZY LOGICZNEJ

Modalna logika epistemiczna nie jest jedyna logika podajgca formalny
opis wiedzy. Rodzimym przykladem logiki epistemicznej, ktéra nie korzysta
z semantyki §wiatébw mozliwych, jest logika L Jerzego Losia, ktéra byla de facto
pierwsza logika epistemiczna na $wiecie (por. Lo$ 1948, Lechniak 1988).
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Ostatnimi czasy idee polskiego logika sa szczegélowo rozwijane i wypra-
cowane wyniki moglyby postuzyé¢ do zadowalajacego rozwiazania problemu
wszechwiedzy logicznej. W artykule Tomasza Jarmuzka i Andrzeja Pietruszczaka
(2004) wyodrebniono z logiki Losia jej minimalny fragment i przedstawiono
semantyke, ktéra nie jest semantyka $wiatow mozliwych:3. W monografii
Normalne logiki pozycyjne (Jarmuzek, Tkaczyk 2015) zaproponowano cala
rodzine logik opartych na tym minimalnym fragmencie, nazywajac je normal-
nymi logikami pozycyjnymi. W takich logikach tautologiami sg odpowiedniki
formuly (O1) i implikacji (O4) (zob. czeé¢ 1.3). Nie przekresla to jednak jesz-
cze mozliwosci wykorzystania logik pozycyjnych do opracowania interesujacej
tu nas logiki wiedzy, poniewaz dzieki wyodrebnieniu normalnych logik pozy-
cyjnych mozna zaczaé badaé systemy od nich slabsze (a wiec takze stabsze od
logiki Losia), i wla$nie w takich systemach mozna upatrywa¢ nadziei na usu-
niecie problemu wszechwiedzy przy jednoczesnym zachowaniu filozoficznej
poprawnosci semantyki. W tym kierunku na przyklad, chociaz bez interpretacji
epistemicznej, zmierzaja np. prace Marcina Tkaczyka (2009, 2013).

Operator Losia R, nazywany rowniez operatorem realizacji, stanowi funktor
zdaniotworczy od dwoch argumentow, zdaniowego i nazwowego. Wyrazenie
R, p mozna ogodlnie rozumiec jako: grealizuje sie w pozycji . Operator R sto-
sowany jest glownie w analizie problemoéw zwiazanych z czasem, gdzie reali-
zacja w pozycji « jest rozumiana jako zajsScie okre$lonego stanu rzeczy wyra-
Zonego przez ¢w czasie czy tez momencie . W sposob temporalny operator R
interpretowat juz Lo$ (1947). W jego $lady poszedl Nicholas Rescher (1968)
oraz wspolcze$nie Tkaczyk (2009) i Jarmuzek (2013). Jarmuzek (2007) oraz
Jarmuzek i Tkaczyk (2015) wskazuja rowniez na inne mozliwo$ci rozumienia
i zastosowania operatora Losia, np. na interpretacje:

arytmetyczna: R, (x = 7 — 4) — o jest rozwigzaniem réwnania
X=7-4,

przestrzenna: R, Sokrates $§pi — Sokrates §pi realizuje sie w miej-
scu @,

doksastyczna: R, Koty to madre zwierzeta — podmiot « jest prze-
konany, ze koty to madre zwierzetat4.

Naszkicujemy teraz strategie nadania modelom logiki pozycyjnej inter-
pretacji epistemicznej przy jednoczesnej probie unikniecia wszechwiedzy lo-

13 Bodaj najnowszg publikacja dotyczaca minimalnego fragmentu logiki Losia jest praca
Anny Marii Karczewskiej (2017), traktujagca o maksymalnoSci ze wzgledu na pojedynczy
indeks (single-index maximality).

14 Interpretacja ta byta analizowana juz przez Losia (1948).
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gicznejs. Zaczniemy od logiki MR, po raz pierwszy opisanej w (Jarmuzek,
Pietruszczak 2004). Potraktujemy MR jako baze, na podstawie ktorej prze-
prowadzimy dalsze rozwazania.

Formuly Minimalnej Logiki Pozycyjnej MR budujemy z liter zdaniowych,
stalych Boole’owskich -, —, operatora Losia R, stalych indywiduowych {a,,
b, ¢i, as, bs, Cs, ...} 1 nawiaséw ), (. Zbioér stalych indywiduowych oznaczmy
przez Si.

Definicja 4.1. Zbiér Forur formut MR jest najmniejszym zbiorem
¥ speliajacym warunki (c) i (d) podane w definicji 1.1 oraz wa-
runek:

jesli ¢ e Forkiz, to R, p e X, gdzie e Si.

Zauwazmy, ze jezyk logiki MR nie dopuszcza iteracji operatora R. Ponadto
wszystkie klasyczne formuly, tj. elementy Forkiz wystepuja jedynie w zasiegu
operatora R. Zatem zadna z formul KLZ nie jest formula MR.

Definicja 4.2. Modelem MR jest trojka uporzadkowana M = <W,
f, V> taka, ze:

W jest niepustym zbiorem pozycji,

f:Si —» Wjest funkcja denotacji przypisujaca nazwy elementom
dziedziny,

V: W x Forkiz — {0, 1} jest klasycznym warto$ciowaniem formul
zrelatywizowanym do elementéw z W, tj. spelniajacym nastepu-
jace warunki dla dowolnej pozycji w € W i dowolnych formut
@, e Forxz:

V(w, ) =1wtw V(w, ¢) = 0,
Vw,p—> w)=1wtw V(w, ) =0olub V (w, p) = 1.

Klase modeli MR oznaczmy przez Mur. Pojecie prawdziwosci formuly o w
modelu 9t € Myr wWyznaczamy za pomoca nastepujacych warunkéw dla do-
wolnych g, we Foruri e Si:

M E Ry ywiw V(f(),0) =1
ME—ywtw M e y
Mey— pywtw M e ylubMEe w.
5 Pierwsza proba epistemicznej interpretacji logiki pozycyjnej zostala przedstawiona

przez Tomasza Jarmuzka i Krzysztofa Krawczyka podczas konferencji ,Applications of Al-
gebra”, ktora odbyta sie w dniach 5-11 marca 2018 roku w Zakopanem.
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Logika MR jest logika okre$lona wzgledem klasy Mwmr. Relacje ey, C
P(Forymr) x Forumr definiujemy w nastepujacy sposéb:

Definicja 4.3. Niech X U {¢} < Forumz.
z '=MMR ¢ Wtwvsme MMR(VZE Zm |=;£/:> f)ﬁ = ¢).

W tym miejscu warto dookresli¢é pojecie normalnej logiki pozycyjne;j.
W skrécie sg to takie systemy, w ktorych stale Boole’owskie zachowuja sie
w standardowy sposo6b zgodnie z ich klasyczng interpretacja. Innymi stowy, przez
normalne logiki pozycyjne rozumie sie logiki nadbudowane nad logika MR.

Jak juz wczesniej zaznaczyli$émy, zalezy nam na tym, aby nadac logice po-
zycyjnej interpretacje epistemiczng. Przyjmijmy zatem, ze R bedzie operato-
rem wiedzy. Wyrazenia postaci R, ¢ majg znaczy¢: podmiot o wie, ze ¢. Zbidr
W utozsamiamy ze zbiorem poznajacych podmiotéw, a Si ze zbiorem ich
nazw. Rzecz jasna, przyjecie takiej konwencji to za malo, aby uznaé, ze logika
pozycyjna nadaje sie do modelowania postaw epistemicznych. Za podstawo-
we wlasnoéci wiedzy, ktére pozwalajg scharakteryzowaé operator wiedzy
przyjmujemy: (i) rozlacznoéc¢ z wszechwiedza logiczng (chcemy modelowac
postawy epistemiczne podmiotéw, ktére pod wzgledem mozliwosci poznaw-
czych sg zblizone do ludzi), (ii) niezawodno$¢, ktéra znajduje wyraz w for-
mule R, ¢ — ¢, (iii) mozliwo$é¢ iteracji i introspekcyjna pozytywna dostep-
noé¢, za ktoéra odpowiada formula R, ¢ — R, R, ¢.

Chcac nadaé logice MR interpretacje epistemiczng, wprowadzamy Mini-
malng Pozycyjna Logike Epistemiczng MRE. W tym celu modyfikujemy poje-
cie formuly i modelu MR:

Definicja 4.4. Zbior Forure formut MRE jest najmniejszym zbio-
rem X spelniajgcym warunki (a), (¢) i (d) definicji 1.1 oraz naste-
pujacy warunek:

jesli ¢ e Forkiz, to R, p e X, gdzie e Si.

Zgodnie z definicja 4.4 zbidr Formre zawiera kazda poprawnie zbudowana
formute klasyczng. Nadal jednak nie dopuszcza sie iteracji operatora R, ale
zezwala sie na lgczenie formul postaci R, ¢ z formulami klasycznymi. Formuta
rozwazanego jezyka jest wiec na przyklad wyrazenie R, ¢ — ¢, gdzie p e Forkiz.

Definicja 4.5. Modelem MRE jest trojka uporzadkowana 9t =
<W, f, V> taka, ze:

W, f sa takie jak w modelu MR,

V : LzU (W x Forkiz) — {0, 1} jest arbitralnym wartoSciowaniem.
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Klase modeli MRE oznaczmy jako Mygre. Warunki prawdziwosci dowolnej
formuly ¢ w modelu MRE okreslamy podobnie jak wcze$niej w modelu MR.
Modyfikacja dotyczy formul zbudowanych za pomoca operatora realizacji
i liter zdaniowych:

MR, ywtw V(f(a),p) =1
MEywtwV(y) =1,0ile ye Lz

Relacje =m,q; P(Formre) x Formre okre$lamy wzgledem Mwre, podobnie
jak relacje Fu,,,. Przez tautologie rozumiemy dowolng formule, ktora jest kon-
sekwencja semantyczng pustego zbioru formul.

Zauwazmy, ze funkcja V dziata na W x Forkiz podobnie jak wartoéciowanie
z modelu ze $§wiatami nienormalnymi, czyli przypisuje wartoSci o lub 1 w cal-
kowicie dowolny sposéb. Tym samym mozemy rozpatrywaé zaro6wno modele,
w ktorych funkcja ta dziala zgodnie z logika klasyczna, jak i takie, w ktorych
dziala z nig niezgodnie. W ten spos6b zapewniamy dostep do rozpoznan pod-
miotoéw skrajnie racjonalnych, ktére sa wszechwiedzace logicznie, jak i bardzo
malo racjonalnych, ktore potrafig jako§ rozumowac, ale zwykle popelniaja
bledy. Ponadto V warto$ciuje litery zdaniowe bez relatywizacji do zbioru
podmiotéw. Rozszerzamy wartoSciowanie w ten sposob, poniewaz chcemy,
aby model dostarczal nam informacji na temat tego, jak sie rzeczy maja
w rzeczywisto$ci, a nie tylko jaki stosunek poznawczy przyjmuja podmioty.
Model pozwala zatem na weryfikacje przekonann podmiotéw: nie jest wyklu-
czona sytuacja, w ktérej podmiot « ma bledne przekonanie, ze ¢ (tzn. jest
przekonany, ze ¢, lecz ¢ nie zachodzi). Taka sytuacja jest oczywiscie wyklu-
czona w przypadku wiedzy, co uwzgledniamy nizej.

Logika MRE jest logika bardzo staba. Jej prawami beda jedynie podstawie-
nia logiki klasycznej®. Dalszg analize umozliwi okreslenie warunkéw odpo-
wiednio ograniczajacych klase modeli i rozszerzenie w ten sposob logiki MRE.
Dla przykladu, jezeli chcemy, aby odpowiednik formuly (T), czyli formula
R, ¢ — ¢, byt tautologia, to musimy rozwazy¢ modele MRE, ktore spelniaja na-
stepujacy warunek: dla dowolnej ¢ € Forkiz i dowolnej e Si: V(),p) = 1=
M £ ¢. Dowod podajemy nizej dla wersji uogdlnione;j.

16 Rzecz jasna, logika MRE jest za slaba, aby mozna bylo uznaé ja za logike episte-
miczna. Z tego powodu moglibySmy przesunaé dolna granice epistemicznej logiki pozycyj-
nej do odpowiedniego rozszerzenia logiki MRE. Jednakze, jesli nie dopuscimy iteracji ope-
ratora R, to nadal bedziemy mieli problem ze spelnieniem warunku (iii). Odpowiednie
rozszerzenie, w ktorym dopuszcza sie iteracje i dla ktorego spelnione beda wszystkie trzy
warunki (i)-(iii), okreslamy nizej.
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W celu wykazania, ze w logice MRE nie zachodzi problem wszechwiedzy
logicznej przedstawimy kontrmodele dla odpowiednikéw (O1) i (O4). Rozwa-
zymy nastepujace formuly dla dowolnych ¢, y € Formgg:

Ro(p— 1) > Ra9—> R Y) (1)
FMyre @ = FMyge R, Q (4')

W celu sfalsyfikowania (1) rozpatrzmy model 9 = <W, f, V> taki, ze: W
={w}, dla kazdej € Si: fley) = w, V jest warto$ciowaniem takim, ze: V (w, p)
=1,V (w,p—>q =1V (w, q = 0, a dowolnym innym formulom dla pod-
miotu w funkcja V przypisuje warto$¢ 1. Uzyskujemy dla dowolnej re Si: I
ER,(p > q)orazMeR,p — R,q.

W celu sfalsyfikowania (4") rozwazmy model 9t = <W, f, V> taki, ze:
W={w}, dla kazdej & € Si: le) = w i V jest warto$ciowaniem takim,
ze:V(pv-p)=1YV (w,pv -p)=0,adowolnym innym formulom dla pod-
miotu w V przypisuje warto$¢ 1. Uzyskujemy dla dowolnej ae Si: 9 = (p v -p)
oraz M e R, (p v —p).

Za pozycyjna logike epistemiczng (w skrécie PLE) uznamy takg logike po-
zycyjna, w ktorej dopuszczamy iteracje operatora R.

Definicja 4.6. Zbiér Forpg formut PLE jest najmniejszym zbio-
rem X spekiajgcym warunki (a), (¢) i (d) definicji 1.1 oraz naste-
pujacy warunek:

jesli pe X ,to R, pe X, gdzie e Si.

Oczywiscie Forkiz U Forygr € Formgre < Forpis.

Definicja 4.7. Modelem PLE jest trojka uporzadkowana 9t = <W,
f, V> taka, ze:

W, f sa takie jak w modelu MR,

V:LzU (W x Forprg) — {0, 1} jest arbitralnym warto$ciowaniem,
przy czym: W :={x | Jncy(xe Wi x ... x WyiVic, Wi= W)}

Zbior W to zbior n-tek uporzadkowanych o elementach ze zbioru W, ktére
mozemy utozsamié z ciggami o elementach ze zbioru W. Klase modeli PLE
oznaczmy jako Mprg. Warunki prawdziwosci dowolnej formuly ¢ w modelu
PLE okre§lamy podobnie jak w przypadku modelu MR. Modyfikacja dotyczy
tylko formul zbudowanych za pomoca operatora realizacji i liter zdaniowych:

MER,, ... Ry, yWtw V(<flaw), ..., flon)>, p) =1
M e ywtw V() =1,0ile y e Lz.
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Widzimy, ze zagniezdzenie operatora R odpowiada dlugosSci rozwazanego
ciagu: sprawdzajac prawdziwoé¢ formuly z n iteracjami R, odnosimy sie do
wartoSciowania formuly wzgledem n-elementowego ciagu.

Niech Mpre € Mpig bedzie niepusta. Relacje Fwy,,, € P(Forprg) x Forprg de-
finiujemy podobnie jak relacje ey, 1 Fmyg, uwzgledniajac klase Mpig. Za-
uwazmy, ze MRE bedzie podlogika dowolnej logiki bedacej PLE.

Na gruncie odpowiedniej PLE, podobnie jak w przypadku okreslonego
rozszerzenia MRE, mozemy jako tautologie uzyska¢ odpowiednik formuly (T),
a co wiecej, wolno nam analizowa¢ prawa logiki epistemicznej, ktére powinny
zawieral iteracje operatora epistemicznego, np. odpowiednik formuly (4).
Niech Mbir bedzie klasg modeli, dla ktorych spetniony jest nastepujacy waru-
nek: dla dowolnej ¢ € Forpig, dowolnej n € N idowolnej ¢; € Si, gdzie i < n:

V(<flar), ... lon)>, @) =1 = [... = [V(<flaw)>, @) =1=> M E ¢] ...] (9]

W logice wyznaczonej przez klase Mz nie tylko odpowiednik formuty (T)
jest tautologia, lecz takze jej uogoélnienie, czyli formula R, ... R,, ¢ — (... >
(Re, = ¢) ... ), dla dowolnejn e N.

Wykazemy, ze uog6lnienie odpowiednika (T) jest prawda w modelu 9t
wtw M € Mbie. Zalozmy, ze M = R, ... Ry, 0 — (... = (Ry, @ — ) ... ). Przyj-
mijmy réwniez, ze M ¢ Mg, czyli: V(<Aa), ..., Lan)>, @) =1, ..., V(< an)>, )
=1 oraz M & ¢. Zatem otrzymujemy 9 = Ry, ... Ry, @, M = R, 1 M # ¢, co
przeczy zalozeniu. Dowod implikacji w drugg strone jest oczywisty: wystarczy
odwola¢ sie do warunku prawdziwosci formul zbudowanych za pomoca ope-
ratora realizacji.

Jezeli natomiast chcemy jako tautologie uzyskaé¢ uogolnienie odpowiednika
formuly (4), tj. formule R,, ... Ry, > Ry, ... Ry, Ry, @, to powinni$my roz-
wazy¢ logike wyznaczong na przyklad przez klase modeli M spelniajacych
nastepujacy warunek, dla dowolnej ¢ € Forprg, dowolnej n € N i dowolnej
o; € Si, gdziei < n:

V(<flan), ... on)>, ) =1 = V(<flaw), ..., flar), lon)>, @) =1 (4)

gdzie Vj kne y[1<], k<n = floy) = flow)].

Wykazemy, ze uogélnienie odpowiednika formuly (4) jest prawda w mo-
delu 9 wtw M € Mbp. Zaldzmy, ze 9 £ Ry, ... Ry, @ — R, ... Ry Roy,, ¢
Przyjmijmy réwniez, ze 9 ¢ Mpg, czyli: V(<fla), ..., lon)>, @) =1 oraz
V(<flew), ..., flon), floma)>, @) #1. Zatem otrzymujemy 9 = R,, ... Ry, ¢
iMeR, ... Ry, Ry, @ co przeczy zalozeniu. Dowdd implikacji w druga
strone jest oczywisty: wystarczy odwotaé sie do warunku prawdziwosci formut
zbudowanych za pomoca operatora realizacji.
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Okreslone przez nas logiki wymagaja niewatpliwie dalszych badan. Niemniej,
juz na podstawie zarysowanych idei widzimy, Ze logika pozycyjna daje liczne
mozliwo$ci analizy zdan wyrazajacych wiedze r6znego rodzaju podmiotow. Ich
niewatpliwg zaleta jest brak odwotan do pojecia §wiata mozliwego, a w szcze-
golnosci Swiata nienormalnego, ktére w kontekscie analizy wiedzy podmiotow
umiarkowanie racjonalnych stanowi Zrodlo wielu problemoéw filozoficznych.
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