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Abstract
THE EARLY HILBERT’S ONTOLOGY OF MATHEMATICS

Hilbert’s views on the ontology of mathematics changed significantly between 1891 and 1904.
Although his contributions to the foundations of mathematics in the years 1899-1904 paved the
way for his later program of formalism, in the ontology of mathematics he was then still far from
methodological nominalism associated with his mature formalism. Paradoxically, Hilbert’s origi-
nal position in the ontology of mathematics (from 1891) was that of conceptualism combined
with constructivism. These two views were the philosophical basis for Brouwer’s intuitionist
attacks on Hilbert’s account of the foundations of mathematics in the 1920s.

Keywords: Hilbert, ontology of mathematics, foundations of mathematics, conceptualism, con-
structivism

Poglad Davida Hilberta na ontologie matematyki w okresie ,,dojrzalego”
formalizmu (w latach dwudziestych XX w.) charakteryzuje sie najczeSciej jako
nominalizm metodologiczny. Hilbert nie odmawial odniesienia przedmioto-
wego odtworzonej formalnie matematyce, ale uwazal, ze w badaniach, przede
wszystkim metamatematycznych, nie powinno sie owej ,tresci” uwzgledniac,
jest ona dla nich nieistotna (Hilbert 1926: 170-171). Powstaje wiec pytanie:
jaka ontologie matematyki przyjmowal Hilbert we wczesnym okresie swojej
dzialalno$ci? Czy zawiera sie juz tam zapowiedZ nominalizmu metodologicz-
nego, czy tez zajmowal on wtedy jakie$ inne wyraziste stanowisko?

Juz w latach 1899-1904 powstawaly prace Hilberta z zakresu podstaw
matematyki, ktore zwiastowaly p6zniejszy program formalizmu. Oméwiony
tu zostanie réwniez jeszcze wezesniejszy etap rozwoju filozofii Hilberta: w 1891 1.
prowadzit on w Kroélewcu wyklad z geometrii rzutowej, a opublikowane wsp6l-
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cze$nie notatki do wykladu zawieraja uwagi natury ontologicznej. W latach
1899-1900 powstaly trzy wazne prace z zakresu podstaw matematyki. Chodzi
o aksjomatyzacje geometrii euklidesowej, aksjomatyzacje arytmetyki liczb
rzeczywistych i stynny wyklad Mathematische Probleme wygloszony na Kon-
gresie Matematykéw w Paryzu. Tu réwniez mozna odnalezé wskazéwki natu-
ry ontologicznej. Co istotne, ostatnie dwie prace stanowia wyrazng zapowiedz
programu formalizmu, bardzo zdecydowanie akcentujac potrzebe dowodu
niesprzecznoéci arytmetyki liczb rzeczywistych. Jeszcze dobitniej zapowiada
program formalizmu wyklad z 1904 r. wygloszony na III Kongresie Matema-
tykow w Heidelbergu. Zawiera on pierwszy szkic dowodu niesprzeczno$ci
arytmetyki liczb naturalnych. Takze w tym tekécie znajduja sie odniesienia
natury ontologiczne;j.

W artykule prze$ledzone i przeanalizowane zostang watki ontologiczne
wspomnianych prac Hilberta. Jego teksty beda omawiane chronologicznie, co
pozwoli zauwazy¢ ewentualne przemiany ontologii matematyki. Nalezy pa-
mieta¢, ze watek ontologiczny nie byt pierwszoplanowy w pracach, ktore
zmierzaja juz do wykrystalizowania idei programu formalizmu.

1. WYKLAD GEOMETRII RZUTOWEJ 1891
— KONCEPTUALIZM I KONSTRUKTYWIZM

Pierwsza znana refleksja Hilberta dotykajaca w pewnym sensie zagadnie-
nia ontologii matematyki pochodzi z semestru letniego 1891 r., kiedy prowa-
dzil on w Krélewcu wyklad na temat geometrii rzutowej (Hilbert 2004). Prze-
ciwstawil sobie dwa typy dyscyplin matematycznych. Do jednej grupy — tzw.
czystej matematyki — zaliczyl m.in. teorie liczb, algebre i teorie funkcji, a do
drugiej, oprocz mechaniki i fizyki, wlaczyl geometrie. Wedlug Hilberta wyniki
pierwszej grupy dyscyplin matematycznych mozna otrzymaé na drodze czy-
stego myélenia (durch reines Denken). Ow proces czystego myslenia polega
na sprowadzeniu twierdzen calej czystej matematyki do zwigzkéw miedzy
liczbami naturalnymi. A wiec liczba naturalna jest ,tym” elementem (also die
ganze Zahl ist das Element).

Stwierdzenia te zawieraja w istocie dwie tezy, jedna dotyczaca systematy-
zacji (unifikacji) matematyki dziewietnastowiecznej, druga dotyczaca ontolo-
gii matematyki. Po pierwsze, Hilbert wypowiada teze o arytmetyzacji mate-
matyki dziewietnastowiecznej, czyli o sprowadzeniu jej, dzieki wysitkom
Bernarda Bolzana, Augustina Cauchy’ego, Karla Weierstrassa, do arytmetyki
liczb naturalnych. Druga teza méwi o tym, ze podstawowym ,budulcem” ma-
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tematyki w jej aspekcie ontologicznym — w zwigzku z arytmetyzacja mate-
matyki — jest liczba naturalna.

Hilbert stwierdza dalej, ze do pojecia liczby naturalnej mozna dojs$¢ przez
czyste mySlenie, ,przeliczajac” wlasne myéli (indem ich die Gedanken selber
zdhle)'. Konieczne sa tutaj dwie uwagi. Po pierwsze, wydaje sie, ze Hilbert
pozostaje pod wplywem lektury pracy Was sind und was sollen die Zahlen?
Richarda Dedekinda, ktéry starajac sie ugruntowac arytmetyke liczb natural-
nych, odwolywal sie do ,mojego $wiata mysli” (meine Gedankenwelt). Po
drugie, powyzsze stwierdzenie Hilberta wskazuje, ze jego zdaniem liczby na-
turalne sa konstruktem ludzkiego myslenia. Drugie twierdzenie tez byloby
wistocie zbiezne z pogladem Dedekinda na ontologie liczb naturalnych
(Dedekind 1888: §73)2. Polaczenie drugiego twierdzenia z wczeéniejsza teza
Hilberta, ze liczba naturalna jest podstawowym i w istocie jedynym ,.budul-
cem” matematyki czystej, prowadzi do konstatacji, ze stat on w 1891 roku na
stanowisku konstruktywizmu.

Ten wniosek mozna wzmocni¢ dalszym, mocnym stwierdzeniem Hilberta
z 1891 r. Ot6z po rozwazaniach na temat matematyki czystej, przechodzi on
do przeciwstawienia geometrii wspomnianemu typowi matematyki. Stwier-
dza, ze nie mozna ugruntowaé wlasno$ci przestrzeni — czym wlaénie zajmuje
sie geometria — przez czyste myS$lenie (nimmer durch blosses Nachdenken
ergriinden). A jest tak zdaniem Hilberta dlatego, ze przestrzen nie jest wy-

1 Geometria jest naukq o wlasnosciach przestrzeni. Rozni sie ona zasadniczo od dys-
cyplin czysto matematycznych, jak np. teoria liczb, algebra, teoria funkcji. Wyniki tych
dyscyplin moga by¢ uzyskane na drodze czystego myslenia, w ten sposob, ze stwierdzane
stany rzeczy mozna sprowadzaé¢, na drodze jasnych logicznych wnioskowan, do prost-
szych, tak dlugo, az w konicu potrzebne jest wylacznie pojecie liczb naturalnych. Kazde,
najbardziej glebokie i skomplikowane twierdzenie matematyki czystej musi ostatecznie by¢
sprowadzalne do relacji miedzy liczbami naturalnymi 1, 2, 3, ... . Poniewaz jednak droga ta
jest dluga i trudna, siegnieto do $rodkdéw, ktore ja upraszczajq i skracajq albo zabezpie-
czajq ja przez podzial na etapy itd. Jednak owo sprowadzenie jest nie tylko mozliwe, lecz
takze zalecane. Dzisiaj twierdzenie uwaza sie za udowodnione dopiero wtedy, gdy osta-
tecznie wyraza ono pewna relacje miedzy liczbami naturalnymi. Zatem liczba naturalna
Jjest tym elementem. Do pojecia liczby naturalnej mozemy takze dojs$é przez czyste mysle-
nie [w ten oto sposdb, ze ja] sam przeliczam mysli. Metody 1 podstawy matematyki czystej
naleza do czystego myélenia. Dalej, kiedy zajmuje sie teoria liczb lub algebra, nie potrze-
buje niczego poza czystym logicznym mysleniem” (Hilbert 2004: 22).

2 Praca Dedekinda wywarla zasadniczy wplyw na refleksje mlodego Hilberta dotyczaca
matematyki. Swiadezy o tym chociazby stwierdzenie Hilberta z 1931 r.: ,W 1888 r. jako
mlody docent z Krolewca udalem si¢ w podr6z do kilku niemieckich uniwersytetow.
W Berlinie we wszystkich matematycznych kregach trwala wtedy dyskusja na temat wyda-
nej wlaénie pracy Dedekinda Was sind und was sollen die Zahlen? — w wiekszo$ci w tonie
bardzo krytycznym. Dzielo to jest, obok badan Fregego, najwazniejsza, pierwsza doglebna
préba ugruntowania elementarnej teorii liczb naturalnych” (Hilbert 1931: 487).
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tworem naszego myS$lenia (es ist ja Raum nicht ein Produkt meines Nach-
denkens)s.

Skoro geometria jest tu przeciwstawiana matematyce czystej, to trzeba wy-
ciagna¢ wniosek, ze to, co jest przedmiotem czystej matematyki, jest, zdaniem
Hilberta, wlasnie wytworem naszego my$lenia. A zatem podstawowy budulec
matematyki czystej, czyli liczby naturalne, sg konstruowane przez poznajacy
podmiot, i dalej, konstruowane sa z nich, przez ten sam podmiot, wszystkie
inne przedmioty matematyki czystej. Nalezy tez przyjaé, ze same liczby natu-
ralne i wszystkie skonstruowane z nich przez podmiot obiekty matematyki
czystej istnieja wlasnie w mysli podmiotu. Tak bylo w tradycji konstruktywi-
stycznej, poczawszy od Immanuela Kanta, ktéry tgczyt konstruktywizm z kon-
ceptualizmem. W kazdym razie Hilbert nie wskazuje innego ,,miejsca” istnienia
matematycznych konstruktéow ludzkiej mysli — np. czego$ w rodzaju p6zZniej-
szego trzeciego Swiata” Karla Poppera — co przemawia za tym, Ze trzyma sie
w tej kwestii zastanej tradycji, potwierdzonej przez Dedekinda.

Hilbert zawart w swym tekScie z 1891 r. réwniez pewne wskazowki, jak
nalezy pojmowa¢é przedmioty, ktérymi zajmuje sie geometria. Dyscyplina ta
zajmuje sie przestrzenia i jej wlasno$ciami. Przestrzen i jej wlasnoéci dane sa
podmiotowi poznajacemu przez zmysly. Przestrzen nie jest — jak wspomnia-
no — wytworem my$lenia poznajacego podmiotu. Stwierdzenia te wykluczaja
kantowskie pojmowanie przestrzeni. Przestrzen wypelniona materia stanowi
natomiast przedmiot badan fizyki (Hilbert 2004: 22).

Podsumowujac ontologiczne aspekty tekstu Hilberta z 1891 r., nalezy
stwierdzi¢, ze w kwestii ontologii matematyki czystej stal on na stanowisku
konstruktywizmu i konceptualizmu. Prawdopodobnie mamy tu do czynienia
z wplywem mys$li Dedekinda. Natomiast przedmiotem geometrii byla dla nie-
go istniejaca ,na zewnatrz” podmiotu poznajacego, uchwytna za pomoca
zmystow przestrzen fizyczna.

Nie sposob powstrzymac sie tu od stwierdzenia, ze Hilbert, ktory w latach
dwudziestych XX w. byl w permanentnym sporze z Brouwerem, wynikajacym
m.in. z konceptualizmu i konstruktywizmu twoércy intuicjonizmu, w 1891 r.
zajmowal w kwestii ontologii matematyki stanowisko niezwykle bliskie kon-
cepcji Brouwera, zbudowanej w pierwszym dziesiecioleciu XX w. Warto tu

3 ,Zupelnie inaczej postepuje sie z geometriq. Nigdy nie moge ugruntowaé wlasnosci
przestrzeni na drodze czystego myslenia, tak samo jak nie moge poznac w ten sposob pod-
stawowych praw mechaniki, prawa grawitacji, ani jakiegokolwiek innego prawa fizycz-
nego. Przestrzen nie jest produktem mojego myslenia, lecz jest mi dana przez moje zmysty.
Zatem potrzebuje moich zmystow do ugruntowania wlasnosci przestrzeni. Potrzebuje
ogladu i eksperymentu, tak samo jak potrzebuje ich przy ugruntowaniu praw fizycznych,
gdzie dochodzi jeszcze materia jako dana przez zmysty” (Hilbert 2004: 22).
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podkresli¢, ze w dotychczasowych badaniach dorobku Hilberta jego wczesny
konstruktywizm i konceptualizm nie zostaly zauwazone.

2. SYSTEM PRZEDMIOTOW — 1899/1900

W latach 1899-1900 powstaly trzy prace Hilberta o ogromnym znaczeniu
dla dziejéw badan nad podstawami matematyki. Sa to, w kolejnosci chronolo-
gicznej: Grundlagen der Geometrie (Hilbert 1899/1968), w ktérej zawarta jest
aksjomatyka geometrii euklidesowej i wzgledny dowod jej niesprzecznosci,
Uber den Zahlbegriff (Hilbert 1900a) z aksjomatyka arytmetyki liczb rzeczywi-
stych i postulatem dowodu jej niesprzeczno$ci i Mathematische Probleme, wy-
klad wygloszony w 1900 r. na IT Miedzynarodowej Konferencji Matematykow
w Paryzu, zawierajacy — w wersji opublikowanej (Hilbert 1900b) — przeglad 23
najwazniejszych nierozwigzanych probleméw matematyki u progu XX w.

Prace te zawierajg nowe akcenty w Hilbertowskiej ontologii matematyki.
Zlikwidowany zostaje dotychczasowy rozziew miedzy ontologia matematyki
czystej i geometrii. Dokonuje sie to m.in. kosztem odejsScia w ontologii mate-
matyki czystej od konstruktywizmu i konceptualizmu.

Klasyczny dla ontologii matematyki (geometrii) Hilberta z tamtego okresu
jest fragment wprowadzenia do aksjomatyki geometrii euklidesowej:

Przedstawiamy sobie trzy rézne systemy przedmiotow (Systeme von Dingen): przedmioty
pierwszego systemu nazywamy punktami i oznaczamy za pomoca A, B, C. Przedmioty
drugiego systemu nazywamy prostymi i oznaczamy za pomoca a, b, c. Przedmioty trze-
ciego systemu nazywamy plaszczyznami i oznaczamy za pomoca ¢, S, y [...]. Przedsta-
wiamy sobie punkty, proste i plaszczyzny w okre§lonych wzajemnych zwiagzkach, wyra-
zanych przez takie stowa, jak lezeé, pomiedzy, przystajqcy, réwnolegly, ciggly [...]. Nic
nie mowi sie o tym, czym sa te przedmioty. Wolno nam przedstawiaé je sobie jakkol-
wiek — byle bylo to zgodne z nastepujacymi po tej wypowiedzi aksjomatami4.

Stwierdzenie Hilberta pozostawia szerokie pole do interpretacji, by nie
powiedzieé, spekulacji, na temat tego, czym sa przedmioty geometrii euklide-
sowej. Nawiazujac do ujawnionych preferencji Hilberta z 1891 r., trzeba stwier-

4 ,Wir denken uns drei verschiedene Systeme von Dingen: Die Dinge des ersten Sy-
stems nennen wir Punkte und bezeichnen sie mit A, B, C. Die Dinge des zweiten Systems
nennen wir Geraden und bezeichnen sie mit a, b, c. Die Dinge des dritten Systems nennen
wir Ebenen und bezeichnen sie mit ¢, g, y [...] Wir denken die Punkte, Geraden und Ebe-
nen in gewissen gegenseitigen Beziehungen durch Worte wie liegen, zwischen, kongruent,
parallel, stetig [...] Es wird nichts dariiber gesagt, was die Dinge dieser Systeme sind. Wir
haben die Freiheit uns darunter vorzustellen, was wir wollen — wenn es nur mit den Aus-
sagen der dieser Erklarung folgenden Axiome vertraglich ist” (Hilbert 1899/1968: 2).
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dzi¢, ze przedmioty geometrii nie musza by¢ przedmiotami $wiata zewnetrz-
nego w stosunku do podmiotu poznajacego. Nie musza tez by¢ przedmiotami
konstruowanymi przez podmiot i zaleznymi w swym istnieniu od niego.

Najogo6lniej mozna stwierdzi¢, ze przedmioty geometrii euklidesowej mo-
ga by¢ jakimikolwiek przedmiotami, byleby ich trzy systemy (klasy) spelialy
Hilbertowska aksjomatyke. Te mysSl mozna probowa¢ wyrazié i w ten sposob:
tworca teorii (Hilbertowskiej geometrii) nie proponuje zadnego modelu za-
mierzonego przedstawionej teorii (syntaksy). Dopuszczalne sa rézne modele.

Mozna — jak sie zdaje — dopuszczac takze inne interpretacje. Jedna z nich
laczylaby sie z koncepcja przedmiotéw abstrakcyjnych. Przedmiotem party-
kularnym geometrii (np. prosta) bylby — najogo6lniej — ten przedmiot, ktore-
go zbior wlasnosci bylby teoriomnogos$ciowym przecieciem zbioré6w wlasnosci
tych wszystkich przedmiotéw, ktére w przynajmniej jednym modelu aksjo-
matyki Hilberta bylyby interpretowane jako odpowiednik ktérego$ ze znakow
a, b, c, ... z aksjomatéw. To rozwigzanie z kolei sugerowaloby jednak pewien
model zamierzony geometrii euklidesowe;.

Poniewaz w pdzniejszym okresie swojej dzialalno$ci naukowej Hilbert
stanal na stanowisku metodologicznego nominalizmu, to mozna by tez pro-
bowa¢é¢ dopatrywaé sie zapowiedzi takiego stanowiska w 1899 r. Mozna by
twierdzi¢, ze interesowala go w istocie syntaktyka, teoria z jej znakami A, B, C,
., ab,c, .., o pb y, .., natomiast nie interesowala go semantyka (to, co od-
powiada tym znakom). Geometrie Hilberta mozna bylo uprawiaé, nie
uwzgledniajac jej zaangazowania ontologicznego. W kazdym razie wprowa-
dzenie do Grundlagen der Geometrie pozostawia — jak wida¢ — szeroko za-
krojone pole dla spekulacji natury ontologiczne;j.

Istotne jest, ze w latach 1899-1900 Hilbert traktowal przedmioty geometrii
tak samo jak przedmioty matematyki czystej. Jesienia 1899 r. przedstawil histo-
rycznie pierwsza aksjomatyke liczb rzeczywistych. Pozostawala ona w istotnym
zwiazku z Hilbertowska aksjomatyka geometrii: aksjomaty ciagloéci w obydwu
sformulowane byly tak samo. W ten sam sposéb podchodzil Hilbert do kwestii
ontologii. Twierdzil, ze liczby rzeczywiste to system (klasa) przedmiotow (ein
System von Dingen), ktérych wzajemne relacje dane sg przez skonczony
i domkniety (abgeschlossene) system aksjomatows. Nie podawal przy tym zad-

5 IV 2. (Aksjomat zupelnos$ci) Do systemu liczb [rzeczywistych] nie jest mozliwe doda-
nie innego systemu przedmiotéw tak, by w powstatym w ten sposéb systemie przedmiotoéw
byly spelnione réwnocze$nie wszystkie aksjomaty I, II, III [chodzi o pewne zbiory aksjo-
matoéw] i aksjomat IV 1; lub krétko: liczby [rzeczywiste] tworza system przedmiotow, ktory,
przy zachowaniu wszystkich aksjomatow, nie moze by¢ w zaden sposéb rozszerzony [...]
Watpliwosci, ktore w ogole byty podnoszone co do istnienia calo$ci wszystkich liczb rze-
czywistych i co do istnienia wszelkich zbioréw nieskoniczonych, traca wobec zaprezentowa-
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nej dalszej charakterystyki owych przedmiotéw. Mozna jedynie przypuszczac,
ze liczbami rzeczywistymi sg w jego ujeciu wszelkie przedmioty, ktore spel-
niajg warunki nalozone przez aksjomaty. To pozostawia pole do takich samych
hipotez natury ontologicznej jak w przypadku geometrii. W kazdym razie nieja-
sny do konca status ontologiczny przedmiotéw matematyki czystej i geometrii
zostat w 1899 r. zrownany. Poza tym, skoro obiekty arytmetyki (tutaj liczby
rzeczywiste) nie musza by¢ konstruktami ludzkiej my$li i istnie¢ zaleznie od
podmiotu — s3 one bowiem dowolnymi przedmiotami spelniajacymi aksjo-
matyke — to nalezy przyjac, ze rowniez w ontologii matematyki czystej Hilbert
odszed!l od swego wczesnego konceptualizmu i konstruktywizmu.

Powstaje pytanie: skad wzielo sie zauwazone wyzej zréwnanie ontologii
geometrii i matematyki czystej? Aby na to pytanie odpowiedzie¢, nalezy
wskazaé, ze w Grundlagen der Geometrie Hilbert przedstawil wzgledny dowod
niesprzeczno$ci geometrii euklidesowej. Wskazal bowiem model tej geometrii
w arytmetyce liczb rzeczywistych. Tym samym Hilbert pokazal, ze réwniez
geometrie mozna zarytmetyzowac, a wiec zunifikowac z tym, co w 1891 r. na-
zywal matematyka czysta. Skoro matematyka czysta i geometria stanowily
jedna ,budowle”, to status ontologiczny przedmiotéow tych dyscyplin zostal
z konieczno$ci zréwnany.

Teksty Hilberta z lat 1899-1900 zawieraja jeszcze jedna wskazéwke doty-
czaca ontologii matematyki. Chodzi o Hilbertowskie kryterium istnienia ma-
tematycznego. Hilbert nawiazuje do tego tematu w wykladzie Mathematische
Probleme, gdy omawia postulat dowodu niesprzecznos$ci aksjomatyki liczb rze-
czywistych. Utozsamia tutaj przedmioty matematyczne z pojeciami, np. traktuje
jako pojecie liczbe rzeczywista, ktorej pierwiastek rowny jest —1. Hilbert stwier-
dza ogolnie, ze jesli mozna udowodni¢, iz cechy przypisane pojeciu nie prowa-
dza przy ,skonczonej liczbie logicznych wnioskowan” do sprzecznosci, to wtedy
dowiedzione jest matematyczne istnienie pojecia, np. liczby czy funkcjie.

nego wyzej ujecia wszelka prawomocnoéc: jako zbioru liczb rzeczywistych nie traktowali-
$my wyzej ogdtu wszystkich mozliwych praw, wedlug ktorych nastepuja po sobie elementy
jakiego$ ciggu podstawowego, lecz — wlaénie jak to wyzej zostalo przedstawione — jako
system przedmiotéw, ktérych wzajemne relacje dane sa przez wskazany wyzej skoriczony
i domkniety system aksjomatow I-IV. Wypowiedzi o przedmiotach owego systemu maja
wazno$¢ tylko wtedy, gdy mozna je wyprowadzi¢ z aksjomatéw na drodze skonczonej liczby
wnioskowan logicznych” (Hilbert 1900a: 183-184).

6 ,Kiedy pojeciu nadaje sie wlasnoéci, ktére sa wzajemnie sprzeczne, to twierdze: to
pojecie matematycznie nie istnieje. Tak np. nie istnieje matematycznie liczba rzeczywista,
ktorej kwadrat jest rowny —1. Kiedy jednak udaje sie udowodni¢, Ze nadane pojeciu wlasnoéci
nigdy nie moga prowadzi¢, przy zastosowaniu skonczonej liczby logicznych wnioskowan,
do sprzecznoéci, to twierdze, ze w ten sposdb udowodnione jest matematyczne istnienie
tego pojecia, np. liczby lub funkcji, ktéra spelnia pewne warunki” (Hilbert 1900b: 265).
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Trzeba jednak stwierdzi¢, ze jedno z przytoczonych stwierdzen stoi
w sprzecznoSci z ontologicznymi uwagami Hilberta poczynionymi przy okazji
wprowadzenia aksjomatyki geometrii i aksjomatyki arytmetyki liczb rzeczy-
wistych. Twierdzil on tam, ze obiektem geometrii czy tez liczba rzeczywista
moze by¢ dowolny przedmiot spelniajacy warunki aksjomatyki. Natomiast spo-
s6b wprowadzenia kryterium istnienia matematycznego sugeruje, ze przed-
miotami matematyki moga by¢ jedynie te przedmioty, ktore sg pojeciami.

Podsumowujac wypowiedzi ontologiczne Hilberta z lat 1899-1900, trzeba
podkreslié, ze zréwnuje on status ontologiczny przedmiotéw matematyki czys-
tej i geometrii. Obiektami matematyki sa wszelkie przedmioty speklniajace
warunki nalozone przez aksjomatyki. Tym samym Hilbert odchodzi od swojego
wezesnego konstruktywizmu i konceptualizmu. Takie ujecie kwestii obiektow
matematycznych pozostawia jednak szerokie pole do domystéw doprecyzowu-
jacych ontologie. Hilbert formutuje tez swoje kryterium istnienia matematycz-
nego: przedmiot x istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy x jest niesprzeczny?.

3. ONTOLOGIA W RAMACH ZAPOWIEDZI FORMALIZMU — 1904 R.

W latach 1899-1900 Hilbert zapowiadal dowdd niesprzeczno$ci arytmetyki
liczb rzeczywistych. Zagadnienie to uwazal za jeden z najistotniejszych pro-
blemoéw matematyki u progu XX w. W wystapieniu na III Miedzynarodowym
Kongresie Matematykéw w Heidelbergu (1904) zatytulowanym Uber die
Grundlagen der Logik und der Mathematik (Hilbert 1905) przedstawil pierw-
szy szkic dowodu niesprzeczno$ci arytmetyki liczb naturalnych. Zmiana przed-
miotu zainteresowania z liczb rzeczywistych na liczby naturalne wynikala z od-
krycia przez Russella antynomii w systemie logicznym Fregego, a to na tym
systemie miata by¢ nadbudowana arytmetyka liczb naturalnych.

Co istotne, tekst Hilberta z 1904 r. jest waznym zwiastunem niektdorych
elementéw budowanego dwadzieécia lat pdzniej programu formalizmu. Pod-
daje on badaniu formuly, ciagi skonczone znakoéw, starajac sie wykazaé, ze
w analizowanym systemie formalnym nie wystapia formuly sprzeczne. Przy
czym nie odrdznia jeszcze explicite jezyka przedmiotowego od metajezyka,
nie odr6znia matematyki i metamatematyki. Rodzi sie tutaj interesujace
z ontologicznego punktu widzenia pytanie, czy Hilbert w swej zapowiedzi

7 Owo kryterium réwniez stanowi argument za odej$ciem Hilberta od konstruktywi-
zmu. We wszelkich konstruktywizmach niesprzeczno$c¢ obiektu jest jedynie warunkiem
koniecznym istnienia obiektu. Konstruktywisci jako drugi warunek dodaja konstruowal-
no$¢ obiektu.
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formalizmu z 1904 r. antycypowal tez nominalizm metodologiczny, istotnie
zwigzany z dojrzalym formalizmem lat dwudziestych.

Pierwsza odpowiedz brzmi: nie. Ale wymaga ona, rzecz jasna, istotnych
dopowiedzen. Na poczatku swojego szkicu dowodu niesprzecznosci Hilbert
wyraznie przyjmuje, ze bedzie moéwil o przedmiotach (Ding) oraz ze przed-
mioty te beda oznaczane przez znaki (Zeichen). Wyraznie odr6znia wiec
przedmioty od oznaczajacych je znakéw. Chociaz dalej — w trakcie dowodu —
bedzie postugiwal sie znakami i budowanymi z nich formulami, to czesto zazna-
cza, ze chodzi o przedmioty oznaczane przez znaki. Cze$ciej jednak zamiast
nazwy ,przedmiot” (Ding), zadomowionej w jego tekstach, chociazby w omo-
wieniach aksjomatyk z 1899 r., uzywa Hilbert terminu ,,przedmiot my$lowy”
(Gedankending). Podaje rowniez jego dookreslenie: ,,przedmiot” (Gegenstand)
naszego my$lenia (unseres Denkens).

Powstaje pytanie, jak rozumie¢ podany termin. Zgodnie z narzucajaca sie
interpretacja chodzi o przedmioty intencjonalne, czyli to, o czym mysli (moze
mysle¢) podmiot. Inna interpretacja sugerowalaby, aby w przedmiotach my-
§lowych doszukiwac sie ,,czesci”, ,elementéw” procesu mys$lenia podmiotu. Ta
druga interpretacja bylaby sp6jna z zakladanym przez Hilberta jeszcze w 1891
r. konceptualizmem i konstruktywizmem, zarzuconym jednak w latach 1899-
1900. Do kwestii rozstrzygniecia, ktére rozumienie jest tu odpowiedniejsze,
przyjdzie nam jeszcze w tej pracy powrocic.

Hilbert wprowadza kombinacje znakéw oznaczajacych przedmioty proste
(1, =) i stwierdza w istocie, ze kombinacjom tych znakéw odpowiadaja kom-
binacje odpowiednich przedmiotéw mysSlowych, bedace tez przedmiotami my-
Slowymi (Gedankendinge). Nastepnie dzieli wszystkie tak zbudowane przed-
mioty na dwie rozlaczne klasy: klase (przedmiotéw myélowych) istniejacych
(Seiende) i klase (przedmiotéw mysSlowych) nieistniejacych (Nichtseiende)s.

8 Przedmiot naszego my$lenia nazywa sie przedmiotem mySlowym albo krétko przed-
miotem i bedzie oznaczany przez znak. Na poczatku naszych rozwazan przyjmujemy przedmiot
mySlowy 1 (jeden). Zestawienie tego przedmiotu z samym soba dwukrotne, trzykrotne lub
wielokrotne, jak 11, 111, 1111 nazywamy kombinacjami przedmiotu 1 z samym sobg; tak
samo nazywamy kombinacje owych kombinacji, jak: (1) (11), (11) (11) (11), ((11) (11)) (1),
((111) (1)) (1). Kombinacje beda réwniez nazywane przedmiotami, a przyjety na poczatku
przedmiot my$lowy 1 bedzie nazywany przedmiotem prostym. Dodajemy teraz drugi prosty
przedmiot mySlowy i oznaczamy go za pomoca znaku = (réwny). Dalej tworzymy kombinacje
tych dwoch przedmiotéw prostych, jak 1=, 11=, (1) (=1) (= = =). Méwimy, ze kombinacja a
przedmiotéw prostych 1, = rézni sie od kombinacji b tych przedmiotow, kiedy réznia sie one
rodzajem i kolejnoscia kombinacji albo wyborem i wystepowaniem przedmiotéw 1, =, tzn.
kiedy a i b nie sg identyczne. Teraz wyobrazamy sobie podzial kombinacji owych dwoch
prostych przedmiotéw na dwie klasy, klase istniejacych i klase nieistniejacych: kazdy przed-
miot, ktory nalezy do klasy istniejacych, jest ré6zny od kazdego przedmiotu, ktory nalezy do
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Przykladem przedmiotu myslowego nieistniejacego jest — przy rozbudowa-
nym systemie znakow (przedmiotdéw mysSlowych) pierwotnych i przyjetej
przez Hilberta aksjomatyce, bedacej fragmentem aksjomatyki liczb natural-
nych — np. liczba naturalna, ktorej nastepnik rowna sie jeden9. To, do ktorej
klasy przedmiotow myslowych —istniejacych czy nieistniejacych — zaliczony
jest przedmiot zlozony odpowiadajacy formule zlozonej ze znakéw oznaczaja-
cych odpowiednie proste przedmioty skladowe, ma by¢ wyznaczone przez
przyjmowang aksjomatykee. Hilbert wykorzystal ten podzial w istotny sposéb
w probnym projekcie dowodu niesprzecznos$ci arytmetyki liczb naturalnych,
a dokladniej w szkicu dowodu niesprzeczno$ci aksjomatyki bedacej skrom-
nym fragmentem aksjomatyki arytmetyki liczb naturalnych.

Dla obecnych rozwazan istotne jest, ze w pracy zapowiadajacej program
formalizmu Hilbert odwoluje sie do ontologii. Co wiecej, widaé¢ w niej juz za-
powiedz jednego ze wspoétezesnych stanowisk w zakresie ontologii matematy-
ki. Fakt, ze aksjomatyka wyznacza podzial przedmiotéw na istniejace i nieist-
niejace, sprawia, ze Hilbert w istocie relatywizuje istnienie matematyczne do
przyjmowanej aksjomatyki. Odwolujgc sie do wyzej podanego przykladu,
mozna powiedzieé, ze to, czy istnieje (matematycznie), czy tez nie istnieje
(matematycznie) liczba naturalna, ktérej nastepnik jest rowny jeden, zalezy
od przyjetej aksjomatyki. Przy pewnych zbiorach aksjomatéw przedmiot ten
bedzie nalezal do klasy przedmiotoéw nieistniejacych, przy innych — do klasy
przedmiotéw istniejacych. Ostatecznie zatem to Hilbert jest tym matematy-
kiem, ktory zrelatywizowal istnienie matematyczne do aksjomatyki.

Mozna tez w tym miejscu udzieli¢ odpowiedzi na pytanie, czy Hilbertow-
ski przedmiot mySlowy to przedmiot intencjonalny, czy tez ,element” mysle-
nia. Przeciw tej drugiej mozliwo$ci przemawia to, ze w klasie przedmiotow

klasy nieistniejacych. Kazda kombinacja dwoch prostych przedmiotéw 1, = nalezy do jednej
z tych klas. Kiedy a jest kombinacja dwoch podstawowych przedmiotow 1, =, to za pomoca
a oznaczamy réwniez wypowiedz, ze a nalezy do klasy [przedmiotow] istniejacych, a przy
pomocy a wypowiedz, ze a nalezy do klasy [przedmiotéw] nieistniejacych. Okreslamy a
jako wypowiedz prawdziwa, kiedy a nalezy do klasy [przedmiotéw] istniejacych; natomiast
a nazywa sie wypowiedzia prawdziwa, kiedy a nalezy do klasy [przedmiotéw] nieistnieja-
cych. Stwierdzenia a i a tworza sprzeczno$¢” (Hilbert 1905: 181).

9 Zero nie jest tutaj przez Hilberta zaliczone do zbioru liczb naturalnych (zbiér ten
nazywa zbiorem nieskonczonym).

10 Kiedy chce sie badaé wedlug przedstawionych wyzej zasad okreslony system (zbior)
aksjomatow, trzeba podzieli¢ kombinacje przedmiotéw prostych na dwie klasy: istniejacych
i nieistniejacych, przy czym aksjomatom przypada rola przepisow, ktére musi 6w podzial
speliaé. Gléwna trudnoéc¢ bedzie polegala na rozpoznaniu mozliwos$ci rozdzielenia wszystkich
przedmiotéw do dwoch klas — przedmiotéw istniejacych i przedmiotéw nieistniejacych”
(Hilbert 1905: 184).
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mySlowych Hilbert wprowadza — zrelatywizowana do przyjmowanej aksjo-
matyki — podklase przedmiotéw nieistniejacych. Cos, co jest ,elementem”,
Jfragmentem” my§lenia zdaje sie istnie¢. Natomiast przedmiot intencjonalny,
ten, o ktérym sie myéli, istnie¢ nie musi, jak chociazby Smok Wawelski. Nale-
zy zatem interpretowac Hilbertowski przedmiot myslowy jako przedmiot in-
tencjonalny i nie traktowac jego wypowiedzi z 1904 r. jako przejawu powrotu
do konceptualizmu i konstruktywizmu.

Warto przy okazji zauwazy¢, ze klasa przedmiotéw matematycznych Hil-
berta jest bardzo bogata. Najogolniej rzecz biorac, elementarnym przedmio-
tem matematycznym jest kazdy przedmiot oznaczany przez znak elementar-
ny. Oprocz znaku liczby jeden i znaku réwno$ci Hilbert wprowadza caly
szereg innych znakow elementarnych, np. na oznaczenie funkcji, zbioru, zbio-
ru nieskonczonego. Oczywiécie, znaki te mozna zestawiaé, oznaczaja one wte-
dy odpowiednie kombinacje przedmiotéw elementarnych. Istotne jest to, ze
np. relacje — chociazby ,=" — traktowane sa jako przedmioty matematyczne.

Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, ze wyklad Hilberta z 1904 r., bedacy
wyrazng zapowiedzig formalizmu w podstawach matematyki, nie antycypuje
nominalizmu metodologicznego charakterystycznego dla jego dojrzalego
formalizmu. Hilbert wyraznie méwi o znakach i odpowiadajacych im przed-
miotach, ktdre nie sa eliminowane czy tez traktowane jako nieistotne. Jedno-
cze$nie relatywizuje istnienie matematyczne do przyjmowanej aksjomatyki.
Nie ma tutaj powrotu do konceptualizmu i konstruktywizmu.

4. ANTYPLATONIZM

Interesujace wydaje sie pytanie o stanowisko Hilberta we wczesnym okresie
ksztaltowania sie jego programu badan podstaw matematyki wobec platoni-
zmu. Platonizm byl przeciez gldownym zalozeniem ontologicznym dwoch
uczonych, aktywnych we wczesnej fazie dzialalnoSci Hilberta, ktorzy w znaczny
sposob rozwineli badania podstaw matematyki. Chodzi oczywiScie o Cantora
i Fregego. W $wietle przedstawionych wyzej wynikow mozna twierdzié¢, ze
Hilbert powinien by¢ ,z natury” uprzedzony do stanowiska skrajnego reali-
zmu w ontologii matematyki. Okazuje sie, ze rzeczywiScie w 1904 r. Hilbert
odrzucal stanowisko platonizmu, ale dobrze ugruntowana przyczyna tego
stanu rzeczy lezala gdzie indziej.

Skrajny realizm w ontologii matematyki byt w przypadku Cantora i Fregego
powigzany z redukcjonizmem. Obydwaj uwazali, ze matematyke mozna spro-
wadzi¢ do pewnej dyscypliny podstawowej — teorii mnogosci czy tez logiki
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(z pojeciem zbioru). Znaczylo to tyle, ze wszystkie przedmioty matematyki
mozna budowa¢ za pomocg podstawowych obiektow tych dyscyplin podstawo-
wych, tzn. za pomoca zbioréw (klas). Poniewaz zbior (klase) — 6w elementarny
budulec — pojmowali po platonisku, to w konsekwencji stawali w ontologii
matematyki na stanowisku skrajnego realizmu.

Ot6z w 1904 r. Hilbert byl przekonany, ze zarysowany wyzej program re-
dukcjonistyczny jest niewykonalny. Powodem byly znane w Srodowisku nie-
mieckim od 1899 r. antynomie teoriomnogo$ciowe. W 1899 r. Cantor poin-
formowal $rodowisko o odkrytej przez siebie antynomii najwiekszej liczby
porzadkowej. Na poczatku XX w. calg sytuacje pogorszylo jeszcze odkrycie
antynomii Russella. Hilbert w 1904 r. stal na stanowisku, ze program logicy-
zmu Fregego jest nie do uratowania. Uwazal tez, ze podjete przez Cantora
w 1899 r. dzialania zabezpieczajace przed antynomiami sa niewystarczajace!2.
Rzecz jasna, nie bylo wtedy jeszcze ,,poprawionej” wersji logicyzmu Russella
i Whiteheada ani aksjomatyki teorii mnogosci Zermela, ktére eliminowaly
antynomie. Z drugiej strony trzeba doda¢, ze usuwaly one tylko znane anty-
nomie, nie dawaly jednak zadnej gwarancji niewystapienia w teorii mnogosci
antynomii dotychczas nieznanych.

To wlasnie byly powody, dla ktérych Hilbert nie chcial nadbudowywac
calej matematyki na logice (z pojeciem klasy) czy tez na teorii mnogosci.
Obydwa systemy — a przede wszystkim ich podstawowe ,skladowe”, klasy
i zbiory — byly pojmowane przez ich twoércow skrajnie realistycznie. Dlatego
Hilbert swoj sceptycyzm wobec wielkich systeméw redukcjonistycznych roz-
szerzal na stojaca za nimi realistyczna ontologie.

1 G. Frege stawia sobie zadanie ugruntowania praw arytmetyki za pomoca $§rodkow
logiki [...] Zastuzyl sie on wlasciwym rozpoznaniem istotnych wlasnoéci liczb naturalnych
iznaczenia wnioskowania za pomoca zasady indukcji zupelnej. Poniewaz jednak wierny
swojemu planowi przyjmuje m.in. jako podstawowa zasade, ze pojecie (zbior) jest zdefi-
niowane i natychmiast mozliwe do zastosowania, kiedy tylko dla kazdego przedmiotu okre-
Slone jest, czy podpada on pod owe pojecie, czy tez nie, i przy tym nie poddaje pojecia
»kazdy« zadnemu ograniczeniu, naraza sie wlasnie na te teoriomnogoSciowe paradoksy,
ktére m.in. maja swe zrédlo w pojeciu zbioru wszystkich zbioréw, i ktére, jak mi sie wydaje,
pokazuja, ze ujecia i metody badania logiki, wprowadzone przez Fregego, nie spehniaja
$cistych wymagan, ktore stawia teoria mnogo$ci. Unikniecie takich sprzeczno$ci i wyja-
$nienie owych paradoksoéw musi by¢ od poczatku gtownym celem badan nad pojeciem
liczby” (Hilbert 1905: 175).

2 G. Cantor odczul owa sprzeczno$é i wyrazil swe odczucie przez rozroznienie zbiorow
»konsystentnych« i »niekonsystentnych«. Poniewaz jednak, wedlug mnie, nie przedstawil
on dla tego podzialu zadnego ostrego kryterium, musze okresli¢ jego ujecie jako pozosta-
wiajace jeszcze pole manewru subiektywnej ocenie i dlatego niezapewniajace obiektywnego
bezpieczenstwa” (Hilbert 1905: 176).
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Wypada zaznaczy¢, ze w miejsce redukcjonistycznego Hilbert zaproponowat
inny spos6b budowy matematyki, ktéry nazywa aksjomatycznym. Najogolniej
charakteryzuje go jako rownoczesng budowe matematyki (arytmetyki) i logiki.
Polega on na tym, ze aksjomatyka obejmuje sie rownoczes$nie fragment aryt-
metyki liczb naturalnych i fragment logiki. Nastepnie przedstawia sie dowod
niesprzeczno$ci tej aksjomatyki, a potem jej rozszerzenie o nowe aksjomaty
arytmetyczne i logiczne. Kolejnym krokiem jest dowod niesprzecznosci i ko-
lejne rozszerzenie aksjomatyki az po zamierzony dowod niesprzecznoéci pel-
nej aksjomatyki arytmetyki liczb naturalnych (z odpowiednimi aksjomatami
logicznymi)®. Trzeba doda¢, ze wspomniana logika zawiera elementy teorii
mnogosci.

Tak wiec zasadniczym powodem, dla ktérego Hilbert dystansowal sie,
przynajmniej w latach 1899-1904, od skrajnego realizmu w ontologii mate-
matyki, byl nie tyle dawny konstruktywizm, ile aktualny stan badan w kwestii
podstaw matematyki, czyli stwierdzenie antynomii.

ZAKONCZENIE

Przesledzono tu przemiany w Hilbertowskiej ontologii matematyki w latach
1891-1904. Na poczatku Hilbertowi byla bliska ontologia Dedekinda. Zawie-
rala sie ona w konstruktywistycznej tezie: liczby naturalne sg wytworem
podmiotu poznajacego, z nich buduje on wszystkie obiekty matematyki czy-
stej. Wskazano, ze Hilbert lgczyl konstruktywizm z konceptualizmem. Nato-
miast obiektami geometrii byly zdaniem Hilberta przedmioty zawarte w prze-
strzeni fizyczne;j.

Ta dualistyczna ontologia zostala ujednolicona w latach 1899-1900. Przed-
miotami matematyki — w tym geometrii — mialy by¢ wszystkie przedmioty
spelniajace warunki nalozone na nie przez aksjomaty. Mozna to jeszcze inaczej
wyrazi¢: syntaksa teorii matematycznych nie ma zamierzonego modelu. Przy-
puszczenie, ze juz tu rodzi sie pdzniejszy nominalizm metodologiczny, zostalo

13 Jestem przekonany, ze wszystkie wymienione trudnoéci daja sie przezwyciezyc i ze
mozna doj$¢ do Scislego i w pelni zadawalajacego pojecia liczby [naturalnej] i to dzieki
zastosowaniu metody, ktdra nazywam aksjomatyczng, a ktoérej podstawowa idee chce po-
nizej krotko rozwingé. Arytmetyke okresla sie jako czes$é logiki i zazwyczaj zaklada sie przy
ugruntowaniu arytmetyki podstawowe pojecia logiczne. Jednak przy uwaznej analizie za-
uwazymy, ze przy wprowadzaniu praw logiki uzywa sie juz pewnych podstawowych pojec
arytmetycznych, np. pojecia zbioru i czeSciowo pojecia liczby. W ten sposéb popadamy
w trudnosci i dlatego dla unikniecia paradokséw potrzebne jest cze$ciowo réwnoczesne
rozwijanie praw logiki i arytmetyki” (Hilbert 1905: 176).
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odrzucone w wyniku analizy referatu Hilberta z 1904 r. Przedmiotami mate-
matyki sg Gedankendinge, czyli przedmioty intencjonalne. To stanowisko nie
laczy sie z konceptualizmem ani z konstruktywizmem z 1891 r. Hilbert odrzuca
tez skrajny realizm w ontologii matematyki. Przyczyna nie jest dawna sktonnoé¢
do konceptualizmu, lecz odkrywane kolejno antynomie teoriomnogoSciowe.

Hilbert formuluje tez kryterium istnienia matematycznego: przedmiot
istnieje (matematycznie) wtedy i tylko wtedy, gdy jest niesprzeczny. Przy
czym istnienie obiektu matematycznego jest u niego w 1904 r. zrelatywizowa-
ne do aksjomatyki.

Nalezy zauwazy¢, ze stanowisko Hilberta w zakresie ontologii matematyki
ulegalo istotnym przemianom. Jak zaznaczono, mimo ze jego dokonania
w zakresie podstaw matematyki w latach 1899-1904 zdecydowanie przygoto-
wywaly po6Zniejszy program formalizmu, to w ontologii matematyki byl on
jeszcze wowczas daleki od nominalizmu metodologicznego. Paradoksalne
wydaje sie za$ to, ze pierwotnym stanowiskiem Hilberta w tym zakresie byl
konceptualizm zwigzany z konstruktywizmem, ktéry w czasie gloénego sporu
z Brouwerem w latach dwudziestych byl filozoficzng podstawa intuicjoni-
stycznych atakéw na koncepcje podstaw matematyki tworcy formalizmu.
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