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Abstract
ON SOME INSPIRATIONS OF HILBERT’S FORMALISM

Hilbert’s program of formalism was undoubtedly a result of many mathematical, logical, and
philosophical factors. The aim of this paper is to indicate some rarely highlighted contexts. One
important goal of Hilbert’s program was to prove the consistency of arithmetic. The paper shows
that Hilbert did not begin the study of this issue only after the discovery of Russell’s paradox. The
issue of the consistency of the arithmetic of real numbers was associated with the discovery — by
Burali-Forti and Cantor — of the first set-theoretical antinomy, i.e. the antinomy of the greatest
ordinal number. Hilbert, already in 1899, asked whether the set of real numbers — to use Cantor’s
terminology — was a consistent collection. He then raised the issue of the consistency of the
arithmetic of natural numbers in 1904, after the discovery of Russell’s paradox. Fundamental for
Hilbert’s mature program of formalism was the distinction between the finitistic and the in-
finitistic mathematics. The paper points out that the source of this distinction can be found in
Brouwer’s proof-theoretical and constructivist criticism of certain theorems of the classical logic.
So significant was the criticism that Hilbert had to take it into account in his formalistic recon-
struction of classical mathematics. The result was precisely his distinction between the finitistic
and the infinitistic mathematics.
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Hilbertowski program formalizmu byt niewatpliwie wypadkowa wielu
czynnikow matematycznych, logicznych i filozoficznych. Celem artykulu jest
wskazanie niektorych z nich, dotad bardzo rzadko zauwazanych.

Program Hilberta kojarzy sie przede wszystkim z celem, dla ktoérego zostal
zbudowany, a wiec z zamiarem udowodnienia niesprzeczno$ci matematyki
klasycznej. Niebezpieczenstwo antynomii w podstawach matematyki ujawnito
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sie przede wszystkim w zwiazku z odkryciem antynomii Russella i stwierdze-
niem niemozliwo$ci realizacji programu logicyzmu w jego pierwotnej,
Frege’owskiej, wersji. Jako ze antynomia Russella uderzala przede wszystkim
w podstawy arytmetyki liczb naturalnych, to wlasnie dowiedzenie jej nie-
sprzecznoSci wydawalo sie najwazniejszym zadaniem formalizmu.

Jednym z celéw artykulu jest pokazanie, ze studia nad niesprzeczno$cig
arytmetyki — tyle ze liczb rzeczywistych — pozostawaly w centrum zaintere-
sowania Hilberta jeszcze zanim pojawily sie zasadnicze zaklocenia w realizacji
programu Fregego. Wazne jest wiec pytanie, co inspirowalo Hilberta do tak
wczesnego podjecia zagadnienia niesprzeczno$ci arytmetyki oraz w jakim
stopniu ujawnienie antynomii Russella przyczynilto sie do modyfikacji przed-
miotu badan Hilberta. Ponadto, artykul wskazuje Zrédla fundamentalnego
rozroznienia miedzy matematyka finitystyczna a infinitystyczna, ktére od-
grywalo istotna role w dojrzalym programie formalizmu.

1. CANTOR I NIESPRZECZNOSC
ARYTMETYKI LICZB RZECZYWISTYCH (1899)

12 pazdziernika 1899 r. do redakcji ,Jahresbericht der Deutschen Mathema-
tiker-Vereinigung” wplynal artykul Hilberta Uber den Zahlbegriff. Istotng
cze$¢ tekstu stanowila aksjomatyzacja arytmetyki liczb rzeczywistych. Nie-
miecki matematyk charakteryzowal w nim liczby rzeczywiste jako cialo! upo-
rzadkowane?, archimedesowes i zupelne4. Ostatnie dwa warunki stwierdzaty
w istocie ciggloéc tego ciala. W 1900 r. w czasie II Miedzynarodowego Kongresu
Matematykéw w Paryzu Hilbert wystapil ze stynnym wykladem Mathematische
Probleme. Przedstawil w nim najwazniejsze zadania, ktore staly wedlug niego

' W 1899 r. Hilbert nie dysponowal jeszcze koncepcja ciala algebraicznego, ktéra zo-
stala wprowadzona przez Ernsta Steinitza dopiero w 1910 roku. Odpowiednie aksjomaty
arytmetyki liczb rzeczywistych nie byly niezalezne, czego zreszta Hilbert byt $§wiadomy.
Niemniej to, co Hilbert chcial wyrazi¢ za pomoca zaleznych aksjomatéw, daje sie wyrazié za
pomoca aksjomatéow charakteryzujacych cialo algebraiczne.

2 Chodzi o uporzadkowanie dziedziny liczb rzeczywistych przez relacje mniejszosci.

3 ,IV 1. (Aksjomat Archimedesa). JeSli a > 01 b > 0 sa dwiema dowolnymi liczbami, to
ciagle jest mozliwe dodawanie a do siebie tylekro¢ razy, ze powstala suma posiada wia-
sno$é a + a + ... + a > b” (Hilbert 1900b: 183).

4 IV 2. (Aksjomat zupelnosci). Nie jest mozliwe dolaczenie do systemu liczb innego
systemu przedmiotow tak, by rowniez w nowo powstalym systemie spetnione byly wszystkie
aksjomaty I, II, III, IV 1; albo krocej: liczby tworza system przedmiotéw, ktérego, przy spel-
nieniu wszystkich aksjomatéw, nie mozna w zaden sposob rozszerzy¢” (Hilbert 1900b: 183).
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przed matematyka u progu XX wieku. Wsrdd 23 probleméw na drugim miejscu
postawil zagadnienie niesprzecznos$ci arytmetyki liczb rzeczywistych (Hilbert
1900a: 264-266). Nalezy przypuszczaé, ze umieszczenie tej kwestii na tak wy-
sokim miejscu, zaraz po problemie hipotezy continuum Cantora, wyrazalo
wage, jaka Hilbert przypisywal problemowi niesprzecznoéci arytmetyki.

Problem niesprzecznos$ci arytmetyki — w przyszloéci przede wszystkim
liczb naturalnych — odgrywal zasadniczg role w programie formalizmu, zde-
finiowanym w latach dwudziestych, a zapowiedzianym juz w 1904 roku.
W zwigzku z tym warto zastanowi¢ sie nad powodami, dla ktérych juz w 1900
r. Hilbert przywiazywal do tego problemu tak wielka wage.

Pierwsza odpowiedZ moze by¢ okreSlona jako standardowa [STAND]:
Hilbert uwazal, ze jeSli aksjomatyzuje sie jaki§ fragment matematyki, to
oprécz pytania o niezalezno$¢ aksjomatow z koniecznos$ci nalezy tez postawié
pytanie o niesprzeczno$é systemu aksjomatycznegos.

Mozna pytaé dalej, skad brala sie tego typu standardowa odpowiedz. Naj-
ogdlniej rzecz biorac, wynikala ona z XIX-wiecznych badan metageometrycz-
nych zainspirowanych odkryciem pluralizmu geometrii, notabene w bada-
niach tych po raz pierwszy istotnie wyeksplikowano kwestie semantyki teorii
matematycznych. Hilbert bral czynny udzial w konicowej fazie tych badan.
W 1899 r. zwienczyl je praca Grundlagen der Geometrie.

Kwestie niesprzecznos$ci aksjomatyk geometrii podejmowano wlaénie z po-
wodu pojawienia sie w XIX wieku geometrii nieeuklidesowych. Ze wzgledu na
ich nieklasyczno$¢, ,nieortodoksyjnos¢”, stawiano pytanie o ich niesprzecz-
noé¢. Udalo sie na nie pozytywnie odpowiedzieé¢, wskazujac modele geometrii
nieeuklidesowych w geometrii euklidesowej. Badanie tych kwestii kontynu-
owat Hilbert w Grundlagen der Geometrie, uzyskujac przynajmniej dwa
istotne wyniki. Po pierwsze, wskazal euklidesowy model geometrii niearchi-
medesowej Giuseppe Veronesego, a po drugie, pokazal, ze geometria euklide-
sowa ma model w arytmetyce liczb rzeczywistych. W ten sposéb dostarczone
zostaly dowody niesprzecznoéci znanych geometrii. Przy tym Hilbert dosko-
nale zdawal sobie sprawe, ze sa to dowody wzgledne®.

5 ,Przy glebszym namysle powstaje pytanie, czy pewne wypowiedzi pojedynczych ak-
sjomat6éw miedzy soba sie warunkuja i czy w ten sposob aksjomaty nie zawieraja wspdlnych
skladowych [Bestandteile], ktére musza by¢ usuniete, jesli chce sie otrzymaé system ak-
sjomatoéw calkowicie od siebie niezaleznych. Przede wszystkim chce jednak wskazaé jako
najwazniejszy problem — wérdd licznych pytan, ktére moga byé postawione odnoénie do
aksjomatéw — to, czy s one miedzy soba niesprzeczne, to znaczy, czy na ich podstawie, za
pomoca skonczonej liczby wnioskowan logicznych, nigdy nie dojdzie sie do rezultatow, kto-
re s3 ze soba sprzeczne” (Hilbert 1900a: 264).

6 ,W geometrii otrzymuje sie dowdd niesprzecznosci aksjomatéw w ten sposob, ze kon-
struuje sie odpowiednia dziedzine liczb tak, ze aksjomatom geometrycznym odpowiadaja
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Te wzgledno$¢ mozna wyslowi¢ w sposéb nastepujacy: jesli niesprzeczna
jest arytmetyka liczb rzeczywistych, to niesprzeczne sa znane geometrie.
I tutaj mozna odnalez¢ drugi istotny powod [RELAT1], dla ktorego Hilbert
uwazal za niezwykle istotne podjecie kwestii niesprzecznoéci arytmetyki liczb
rzeczywistych. Niesprzeczno$é arytmetyki liczb rzeczywistych gwarantowata
niesprzeczno$é geometrii, lecz kwestia niesprzeczno$ci tej pierwszej pozosta-
wala nierozstrzygnieta.

Trzeciego powodu niemiecki matematyk nie wyslowil, ale wydaje sie on
oczywisty. W XIX wieku, przede wszystkim dzieki ogromnemu wysitkowi
i geniuszowi trzech matematykéw — Bernarda Bolzana, Augustina Cauchy’ego
i Karla Weierstrassa — dokonano arytmetyzacji analizy, bedacej sztandarowa
dyscypling matematyczng, przynajmniej miedzy XVII a XIX wiekiem. W ten
sposob udalo sie usuna¢ sprzeczno$ci tkwigce w podstawach analizy, zapo-
czatkowanej przez Leibniza i Newtona. Rzecz jasna, przekonanie o niesprze-
cznoSci zarytmetyzowanej analizy musialo sie opieraé¢ na przekonaniu o nie-
sprzecznoéci fundujacej ja arytmetyki liczb rzeczywistych. Zatem trzeci powdd,
dla ktérego nalezalo podjaé¢ kwestie niesprzeczno$ci arytmetyki liczb rzeczy-
wistych [RELAT2] nalezy uja¢ za pomoca nastepujacego warunku: jesli nie-
sprzeczna jest arytmetyka liczb rzeczywistych, to niesprzeczna jest klasyczna
analiza matematyczna.

Co najwazniejsze jednak, zaden ze wskazanych powodéw [STAND],
[RELAT1], [RELAT2] nie byl pierwszym i bezposrednim powodem, dla ktbre-
go Hilbert podjal, i to z wielkim naciskiem, kwestie niesprzecznoSci arytme-
tyki liczb rzeczywistych. Przekonuje o tym zakofczenie artykulu Uber den
Zahlbegriff z 1899 r. (Hilbert 1900b), w ktérym Hilbert przedstawil aksjo-
matyke tej arytmetyki. Z tego, co pisze, wynika, ze najwazniejszym powodem
podjecia kwestii niesprzeczno$ci arytmetyki bylo odkrycie przez Cantora
pierwszej chronologicznie antynomii teoriomnogo$ciowej. A zatem rzeczywi-
sta inspiracja pochodzila z zakresu badan teoriomnogo$ciowych?.

W tym miejscu konieczne jest krotkie wyjasnienie. Cantor w liscie do
Richarda Dedekinda z 28 lipca 1899 r. przedstawil pierwsza znang antynomie
teorii mnogosci, dotyczaca najwiekszej liczby porzadkowej, a nazwana pdzniej

analogiczne zwigzki miedzy liczbami tej dziedziny, i Ze konsekwentnie kazda sprzeczno$cé
we wnioskowaniach z aksjomatéw geometrycznych musialaby byé poznawalna w arytmetyce
tej dziedziny liczb. W ten spos6b poszukiwany dowod niesprzecznosci aksjomatéow geome-
trycznych jest sprowadzany do stwierdzenia niesprzeczno$ci aksjomatéw arytmetycznych.
Natomiast dla dowodu niesprzecznosci aksjomatéw arytmetycznych potrzeba bezposred-
niej drogi” (Hilbert 1900a: 264-265).

7 Por. Hilbert 1900b: 184. Hilbert odwoluje sie tutaj — moéwigc o niesprzecznoéci aryt-
metyki liczb rzeczywistych — do terminologii Cantora z 1899 r. wypracowanej w zwigzku
z odkryciem pierwszej antynomii teoriomnogosciowe;j.
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antynomia Burali-Fortiego8. Nazwa bierze sie stad, ze jako pierwszy publiko-
wal na ten temat wloski matematyk Cesare Burali-Forti (1897). Publikacja ta
poczatkowo znana byla jednak tylko w niektérych kregach matematykéw wio-
skich. Przypuszcza sie natomiast, ze antynomie najwiekszej liczby porzadkowe;j
rzeczywiscie jako pierwszy odkryl Cantor, najprawdopodobniej juz w 1895 r.
(por. Jourdain 1904: 70, Grattan-Guiness 1971).

W kazdym razie w liScie do Dedekinda z 28 lipca 1899 r. Cantor zapropo-
nowal pierwsze rozwigzanie problemu antynomii teoriomnogo$ciowych. Jako
pierwotne przyjal pojecie wielosci, a nastepnie zdefiniowal:

1. Wieloé¢ absolutnie nieskonczona (= sprzeczng) [CSW]:

Jedna wielo$¢ moze by¢ mianowicie tego rodzaju, Ze przyjecie, iz wszystkie jej elementy
stworza pewna caloé¢”, prowadzi do sprzecznosci, tak ze nie jest mozliwe ujmowanie tej
wieloéci jako jednosci, jako ,pewnej gotowej rzeczy”. Takie wieloéci nazywam absolutnie
nieskoriczonymi albo sprzecznymi (Cantor 1932: 443, thum. Murawski 1986: 172).

2. Wielo$§¢ niesprzeczng (= zbiér) [CNW]:
Jezeli, przeciwnie, og6t elementéw pewnej wielo$ci moze byé pomyslany bez sprzecz-
nosci jako ,bedacy razem”, tak ze mozliwe jest ujecie go jako ,jednej rzeczy”, to nazy-
wam te wieloé¢ wielosciq niesprzeczng albo ,zbiorem” (Cantor 1932: 443, thum.
Murawski 1986: 172).

Trzeba dodaé, ze cho¢ list Cantora do Dedekinda po raz pierwszy zostal
opublikowany dopiero w 1932 r., to tekst Hilberta z 1899 r. wskazuje, ze tresé
tego listu, przynajmniej w czeéci dotyczacej antynomii Burali-Fortiego, juz
wtedy byla dobrze znana w §rodowisku niemieckich matematykéw. Istniejg
tez przeslanki przemawiajace za tym, ze Cantor osobiscie powiadomil Hilberta
o odkryciu antynomii i prébach rozwiazania problemoéw, ktore rodzis.

Dla prowadzonych tutaj badah wazne jest stwierdzenie, ze w dowodzie
niesprzeczno$ci arytmetyki liczb rzeczywistych Hilbert widzial przede wszyst-
kim uzasadnienie tego, ze wielosé liczb rzeczywistych istnieje i jest nie-
sprzeczna w sensie Cantorowskim [CNW]i°, Mozna przy okazji zaznaczyc, ze

8 Por. Cantor 1932: 443-450 (listy Cantora do Dedekinda z 28.07.1899, 28.08.1899,
31.08.1899).

9 Wedtug Jourdaina Cantor poinformowal Hilberta, Dedekinda i jego samego o stwier-
dzeniu sprzecznosci, do jakiej prowadziloby przyjecie istnienia najwiekszej liczby porzad-
kowej (por. Jourdain 1904: 70).

10 Aksjomaty IV 1 i IV 2 s3 wzajemnie niezalezne; nie zawieraja zadnej wypowiedzi
o pojeciu zbiezno$ci albo o istnieniu granicy, niemniej wynika z nich, jak mozna pokazac,
Bolzanowskie twierdzenie o istnieniu punktu skupienia. Tym samym poznajemy tozsamos$¢
naszego systemu liczb ze zwyklym systemem liczb rzeczywistych. Aby udowodni¢ nie-
sprzeczno$é przedstawionych aksjomatéw, potrzeba tylko odpowiedniej modyfikacji zna-
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Hilbert natychmiast rozpoznal niebezpieczenistwo, jakie stanowila dla mate-
matyki pierwsza odkryta antynomia teoriomnogo$ciowa. Polaczenie zagad-
nienia niesprzeczno$ci aksjomatyki arytmetyki liczb rzeczywistych, bezpo-
$rednio po jej pierwszej prezentacji, z niesprzecznos$cia wieloéci [CNW] liczb
rzeczywistych wskazuje wlasnie, ze bardzo aktualna sprawa niesprzeczno-
$ci/sprzeczno$ci wieloéci [CNW/CSW], podnoszona przez Cantora, byla
pierwsza i decydujaca przestanka nakazujaca Hilbertowi postawienie zagad-
nienia niesprzeczno$ci arytmetyki.

Wracajac do artykutu Hilberta z 1899 r. (Hilbert 1900b), trzeba przypo-
mnieé, ze autor polaczyl sprawe niesprzecznosci arytmetyki liczb rzeczywi-
stych nie tylko z Cantorowska niesprzecznos$cig wielo$ci [CNW] liczb rzeczy-
wistych, lecz takze z kwestig istnienia wieloSci liczb rzeczywistych.

W wystgpieniu na Miedzynarodowym Kongresie Matematykéw w Paryzu
w 1900 r. Hilbert wyja$nit te kwestie, formutujac kryterium istnienia (matema-
tycznego). Stwierdzil, ze je$li mozna wykazaé, iz danemu przedmiotowi mate-
matycznemu nie sposob przypisa¢ dwu sprzecznych predykatow, to jest to row-
noznaczne ze stwierdzeniem matematycznego istnienia owego przedmiotu2.

Hilbert wyjaénial dalej, ze jesli uda sie wykazaé niesprzeczno$¢ aksjomatyki
opisujacej wlasnosci przedmiotéw pewnego systemu, to jest to rbwnoznaczne ze
stwierdzeniem matematycznego istnienia (i niesprzecznosci [CNW]) owego sys-
temu przedmiotéw. Innymi stowy, postulowany juz w latach 1899 i 1900 przez
Hilberta dowo6d niesprzecznosci aksjomatyki arytmetyki liczb rzeczywistych mial

nych metod wnioskowan. W takim dowodzie niesprzecznosci postrzegam jednocze$nie do-
wod istnienia wielo$ci liczb rzeczywistych, albo — odwolujac sie do terminologii Cantora —
dowdd tego, ze system liczb rzeczywistych jest wieloScia niesprzeczna (gotowa)” (Hilbert
1900b: 184).

1 Watpliwosci, ktore w ogole mozna miec co do istnienia wieloSci wszystkich liczb rze-
czywistych, traca przy wyzej przedstawionym ujeciu wszelka prawomocno$c: wielo$ci wszyst-
kich liczb rzeczywistych nie pojmujemy chociazby jako wieloSci wszystkich mozliwych
praw, wedtug ktdérych po kolei moga wystepowac wyrazy dowolnego ciagu podstawowego
[dowolnego ciagu liczb wymiernych spelniajacego warunek Bolzana—Cauchy’ego — J. D.],
lecz raczej — jak to pokazano — jako system przedmiotow, ktérych wzajemne zwigzki dane
sq przez skoriczony i domkniety system aksjomatéw I-IV, i o ktérych nowe wypowiedzi
maja tylko wtedy wazno$é, gdy mozna je wyprowadzi¢ z tych aksjomatéw przez skonczona
liczbe wnioskowan logicznych” (Hilbert 1900b: 184).

12 Jesli pewnemu pojeciu przydziela sie cechy, ktore sa ze soba sprzeczne, to powia-
dam: to pojecie nie istnieje matematycznie. Tak wiec nie istnieje na przyklad liczba rzeczy-
wista, ktorej kwadrat rowna sie -1. Jeli jednak da sie udowodnié, ze przydzielone danemu
pojeciu cechy nigdy nie moga prowadzi¢ do sprzeczno$ci przy zastosowaniu skonczonej
liczby wnioskowan logicznych, to twierdze, ze w ten sposéb dowiedzione jest matematyczne
istnienie owego pojecia, na przyklad liczby lub funkcji, ktéra spelnia pewne warunki”
(Hilbert 1900a: 265).
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by¢ réwnoznaczny z dowodem matematycznego istnienia wielosci (Cantorowska
wielo$¢ niesprzeczna [CNW]) liczb rzeczywistych. Tekst wystapienia Hilberta
71900 . zdaje sie sugerowac, ze bronil on w ten sposdéb matematycznego istnie-
nia wielo$ci liczb rzeczywistych — wielo$ci mocy continuum — przed negujacymi
to istnienie praintuicjonistami, np. Leopoldem Kroneckerem?3.

Wypada w tym miejscu podsumowaé kwestie motywoéw podjecia przez
Hilberta zagadnienia niesprzecznosci arytmetyki (w tym wypadku — liczb
rzeczywistych), ktora miata odegraé tak znaczaca role w stworzonym po6zniej
programie formalizmu. Ot6z, wbrew niektérym przypuszczeniom, motywy
[STAND], [RELAT1], [RELAT2] nie byly najistotniejszymi i pierwszymi przy-
czynami potozenia przez Hilberta nacisku na kwestie niesprzecznoSci aryt-
metyki. Rozstrzygajacym powodem nie byla tez antynomia Russella, ktora
ujawniona zostala przy realizacji programu logicyzmu dopiero w roku 1902.
Hilbert sformulowal bowiem wymoég dowodu niesprzeczno$ci arytmetyki
(liczb rzeczywistych) juz w 1899 r. i postawil na bardzo wysokim, drugim
miejscu nierozwigzanych probleméw matematycznych w roku 1900. Pierw-
szym i decydujacym powodem, dla ktérego Hilbert wymagal dowodu nie-
sprzeczno$ci arytmetyki liczb rzeczywistych, bylo odkrycie przez Cantora
pierwszej antynomii teoriomnogo$ciowej — Burali-Fortiego — i cheé¢ wykaza-
nia w zwiazku z tym, ze wieloé¢ liczb rzeczywistych jest Cantorowska wielo-
Scia niesprzeczng [CNW], a wiec — wbrew praintuicjonistom — istniejagcym
w sensie Hilberta przedmiotem matematycznym.

13 W tym przypadku, gdy chodzi o aksjomaty arytmetyki liczb rzeczywistych, dowod
niesprzecznoéci aksjomatow jest jednocze$nie dowodem matematycznego istnienia wielo-
$ci liczb rzeczywistych lub continuum. Rzeczywiscie, kiedy uda sie w pelni udowodnié nie-
sprzeczno$é aksjomatow, wtedy utraca podstawe wszelkie watpliwo$ci dotyczace istnienia
wielosci liczb rzeczywistych. Oczywiscie, wielo$é liczb rzeczywistych nie jest, przy zapre-
zentowanym [aksjomatycznym — J. D.] ujeciu, wieloécia wszystkich mozliwych rozwinieé¢
dziesietnych albo wieloécia wszystkich mozliwych praw, wedlug ktérych moga nastepowaé
po sobie kolejne wyrazy ciagdw fundamentalnych, lecz jest systemem przedmiotow, ktorych
wzajemne relacje sg uregulowane przez aksjomaty, i dla ktérych prawdziwe sg tylko te stany
rzeczy, ktére moga by¢ wyprowadzone z aksjomatoéw na podstawie skonczonej liczby wnio-
skowan. Tylko w tym znaczeniu, wedlug mnie, pojecie continuum jest uchwytne w sposéb
Sciéle logiczny. Rzeczywiécie, tak ujete pojecie continuum odpowiada tez najlepiej, jak mi
sie wydaje, danym do$wiadczenia iogladu. Pojecie continuum, a takze pojecie systemu
wszystkich funkgcji, istnieje wtedy w tym samym znaczeniu co system liczb caltkowitych albo
Cantorowskie klasy liczb porzadkowych pozaskonczonych i klasy pozaskonczonych mocy”
(Hilbert 1900a: 265-266).
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2. RUSSELL I NIESPRZECZNOSC
ARYTMETYKI LICZB NATURALNYCH (1904)

Do klasyki badan podstaw matematyki prowadzonych w ramach realizacji
programu formalizmu nalezaly badania (niesprzecznoéci) arytmetyki liczb na-
turalnych. Ze wskazanych wyzej powodéw Hilbert skoncentrowal pierwotnie
swoja uwage na arytmetyce liczb rzeczywistych. Istotny przelom w tym wzgle-
dzie nastapil w 1904 r. i zasygnalizowany zostal w czasie wystapienia Hilberta
na IIT Miedzynarodowym Kongresie Matematykéw w Heidelbergu. Cale to wy-
stapienie po$wiecone bylto kwestii niesprzeczno$ci arytmetyki liczb naturalnych.
Powstaje tutaj pytanie, interesujace z punktu widzenia historii badan podstaw
matematyki: co spowodowalo, ze Hilbert gléwny nacisk w roku 1904 potozyl na
arytmetyke liczb naturalnych, a nie na arytmetyke liczb rzeczywistych?

Hilbert sam odpowiedzial na to pytanie, komentujac realizacje programu
logicyzmu przez Fregego. Z jednej strony chwalil jego zastugi w zakresie ba-
dan podstaw arytmetyki liczb naturalnych, z drugiej za§ wskazywat braki tego
przedsiewziecia. Nie znajac jeszcze, rzecz jasna, poprawionej wersji logicyzmu
Russella i Whiteheada, Hilbert wykazywal, ze antynomie teoriomnogosciowe
obalily przedsiewziecie Fregego. Co ciekawe, w tym kontekScie nie wymienia
explicite znanej juz w 1904 r. antynomii Russella, lecz wskazuje jedynie przy-
kladowo antynomie zbioru wszystkich zbiorow.

Poniewaz jednak odkrycie antynomii Russella faktycznie spowodowalo
zalamanie programu Fregego i przesuniecie uwagi na kwestie podstaw i nie-
sprzecznodci arytmetyki liczb naturalnych, to slusznie mozna twierdzié, ze
przeniesienie przez Hilberta w 1904 r. nacisku z kwestii niesprzecznos$ci
arytmetyki liczb rzeczywistych na zagadnienie niesprzecznoSci arytmetyki
liczb naturalnych bylo ostatecznie spowodowane odkryciem Russella.

Warto zaznaczy¢, ze juz w 1904 r. Hilbert zaproponowal pierwszy dowod
niesprzecznoSci arytmetyki liczb naturalnych (Hilbert 1905). Przy czym —

14 _Gottlob Frege postawil sobie za zadanie, by za pomoca §rodkéw logiki [...] uzasadnic¢
prawa arytmetyki. Ma on zastugi wlaéciwego rozpoznania istotnych wlasnoéci pojecia liczby
naturalnej i znaczenia wnioskowania na podstawie indukeji zupelnej. Pozostajac jednak
wierny swoim planom i przyjmujac jako podstawowa zasade, ze pojecie (zbior) jest zdefi-
niowane i natychmiast mozliwe do zastosowania, gdy dla kazdego przedmiotu jest okreslone,
czy podpada on pod to pojecie, czy tez nie, i nie nakladajac przy tym zadnych ograniczen na
pojecie »kazdy«, padt ofiara paradoksow teoriomnogo$ciowych, ktore tkwia przyktadowo
w pojeciu zbioru wszystkich zbioréw i ktore pokazuja, jak mi sie wydaje, ze ujecia i narzedzia
badawcze logiki, przedstawione przez niego, nie dorastaja do $cistych wymagan, ktore sta-
wia teoria mnogoS$ci. Unikniecie takich sprzecznoéci i thumaczenie podstaw kazdego para-
doksu powinny by¢ od poczatku gtéwnym celem badan pojecia liczby” (Hilbert 1905: 175).
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odmiennie niz w ramach logicyzmu — nie chodzilo tu o system nabudowany
na logice, lecz o system aksjomatoéw arytmetycznych wzbogacony konieczny-
mi aksjomatami logicznymi. W koncowej czesci wykladu Hilbert powrocit
jeszcze krotko do kwestii niesprzecznosSci swego systemu arytmetyki liczb rze-
czywistych. Stwierdza, ze wszystkie jego aksjomaty (wzbogacone aksjomatami
logicznymi) daja sie zapisa¢ w postaci formul analogicznych do aksjomatow
liczb naturalnych i mozliwy bedzie dowodd niesprzeczno$ci arytmetyki liczb
rzeczywistych (Hilbert 1905: 175).

Przy okazji warto zauwazy¢, ze Hilbert nie zdecydowal sie na genetyczna
metode konstrukeji arytmetyki liczb rzeczywistych z arytmetyki liczb natural-
nychs, ale obstawal przy bezposrednim dowodzie niesprzecznoSci pierwszej
z wymienionych arytmetyk. Zapewne zdawal sobie sprawe z tego, ze gene-
tyczna konstrukcja liczb rzeczywistych angazowala §rodki teoriomnogoSciowe
— chociazby przy zastosowaniu przekrojow Dedekinda czy ciagéw podstawo-
wych — a teoria mnogo$ci kryla niebezpieczenistwo antynomii i w 1904 r. nie
byla jeszcze zaksjomatyzowana.

3. BROUWER I PODZIAL MATEMATYKI
NA FINITYSTYCZNA I INFINITYSTYCZNA (1922)

Klasyczny dla formalizmu Hilberta jest podzial matematyki na cze$¢ fini-
tystyczna i infinitystyczng. Rozréznienie to jest istotne réwniez dla wspoleze-
snych badan podstaw matematyki. Wystarczy w tym miejscu wspomnieé cho-
ciazby ograniczony program Hilberta i powigzana z nim tzw. matematyke
odwrotng (reverse mathematics). Przy czym do dzi§ nie ma powszechnej
zgody na to, jak interpretowa¢ niejasne Hilbertowskie terminy ,matematyka
finitystyczna” i ,matematyka infinitystyczna”.

Celem bedzie tu pokazanie, ze mySlicielem, ktéry w zasadniczy sposob
wplynal na dokonanie omawianego podziatu, byl tworca intuicjonizmu, Luitzen
Brouwer. W tym celu przeanalizowane zostang fragmenty tekstu Hilberta Die

15 Upewnijmy sie najpierw co do sposobu wprowadzenia pojecia liczby. Wychodzac od
pojecia liczby 1, mysli sie zazwyczaj o powstaniu i rozwinieciu praw arytmetyki, przez proces
liczenia, najpierw kolejnych liczb naturalnych 2, 3, 4, ...; nastepnie dochodzi sie, przez zadanie
powszechnej wykonywalno$ci odejmowania, do catkowitych liczb ujemnych, dalej definiuje
sie liczbe utamkowa, chociazby przy pomocy pojecia pary liczb [catkowitych — J. D.] —[...]
— i wreszcie [definiuje sie] liczbe rzeczywista jako przekr6j [Dedekinda — J. D.] albo jako
cigg fundamentalny [...]. Mozemy nazwac te metode wprowadzania pojecia liczby metodq
genetyczngq, poniewaz najszersze pojecie liczby — pojecie liczby rzeczywistej — wytworzone
jest przez sukcesywne rozszerzanie prostego pojecia liczby” (Hilbert 1900b: 180).
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logischen Grundlagen der Mathematik z 1922 roku!s, gdzie po raz pierwszy
odr6znia matematyke finitystyczna od finitystycznej. Hilbert zarysowuje naj-
pierw system, ktéry nazywa ,logika finitystyczng” (system, ktory potem na-
zywano ,matematyka finitystyczna”). Szkic tego systemu zawarty w artykule
Hilberta jest najblizszy, w poré6wnaniu do jego innych tekstow, sformalizowa-
nemu systemowi PRA arytmetyki Skolema. Dlatego nalezy przypuszczaé, ze
wlaénie ten szkic przyczynil sie do wyboru PRA jako najpopularniejszej sfor-
malizowanej interpretacji Hilbertowskiej matematyki finitystycznej7. Na-
stepnie autor zastanawia sie, kiedy nastepuje przekroczenie granic matema-
tyki finitystycznej. Stwierdza ogblnie, ze juz wtedy, gdy zaczyna sie stosowac
w matematyce wyrazenia kwantyfikatorowe ,,dla kazdego” i ,,istnieje”8.

Z calego kontekstu wynika, ze owo przekroczenie granic matematyki finity-
stycznej ma miejsce dokladnie wtedy, gdy wspomniane wyrazenia kwantyfika-
torowe stosuje sie do przedmiotow nalezacych do zbioréw nieskoniczonych.

Hilbert rozwaza kroétko stosowanie wyrazen kwantyfikatorowych do
przedmiotoéw nalezacych do zbioréw skoniczonych. Stwierdza, ze uprawomoc-
nione sa wtedy zasady klasycznego rachunku predykatow?o.

16 Tekst ten jest poprawionym zapisem wykladu go$cinnego, ktéry Hilbert wyglosit
w 1922 r. w Kopenhadze i w Hamburgu. Autor wyslal swdj tekst do redakcji ,Mathematische
Annalen” 29 wrzeénia 1922 r. i dlatego taki rok podano w tytule paragrafu. Tekst opubliko-
wano w roku 1923.

17 System Hilberta sktada sie z dziesieciu aksjomatéw: logicznych, charakteryzujacych
predykat rownosci, oraz arytmetycznych. Nie stanowily one, w opinii Hilberta, pelnego opisu
slogiki finitystycznej”. Dlatego dodal: ,Na podstawie aksjomatéw 1-10 otrzymujemy latwo
liczby naturalne i obowigzujace dla nich réwnania liczbowe. Z tych poczatkow [aksjomatow]
da sie tez wyprowadzi¢ elementarng teorie liczb za pomoca ,skoniczonej” logiki na drodze
naocznych przemyslen, do ktorych nalezy rekursja i naoczna indukcja stosowana w danych
zbiorach skoniczonych. Przy tym nie dochodzi si¢ do stosowania watpliwych lub problema-
tycznych sposobow wnioskowania” (Hilbert 1923: 154). Tekst ten jest opatrzony nastepuja-
cym przypisem Hilberta odno$nie do rekursji i ,naocznej indukcji”: ,,W ostatecznym przed-
stawieniu [wariancie] mojej teorii ugruntowanie elementarnej teorii liczb dokonuje sie
rowniez za pomocg aksjomatéw; tutaj za$ powotuje sie jedynie na bezposrednie naoczne
ugruntowanie ze wzgledu na skrotowy charakter [tekstu]” (Hilbert 1923: 154).

18 W naszej teorii dowodu [metamatematyce — J. D.] chcemy wyj$é¢ poza zakres skonczo-
nej [finitystycznej] logiki i otrzymac takie dowodliwe formuly, ktdre sa »odwzorowaniami«
(Abbilder) pozaskonczonych twierdzen zwyklej matematyki. Wlasciwa sile i uprawomoc-
nienie naszej teorii dowodu dostrzezemy wilaénie wtedy, gdy uda nam sie przeprowadzié
dowod niesprzecznodei, przy dolgczeniu pewnych pozaskonczonych aksjomatéow. Kiedy jed-
nak nastepuje po raz pierwszy owo wyjscie ponad to, co konkretnie naoczne i skoficzone?
Ewidentnie juz przy uzyciu poje¢ »wszystkie« i »istnieje«” (Hilbert 1923: 154).

19 Tertium non datur dla zbioréw skoniczonych otrzymujemy w nastepujacej postaci:
albo wszystkie przedmioty maja okre$lona wlasno$¢, albo istnieje przedmiot, ktéry tej wia-
sno$ci nie ma: i jednocze$nie otrzymujemy przy uzyciu zwyklych symboli kwantyfikatoro-
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Inaczej jest, zdaniem Hilberta, gdy wyrazenia kwantyfikatorowe odnosi
sie do przedmiotéw, ktdre naleza do zbioréw nieskonczonych, a wiec gdy sto-
sowane s3 w ramach matematyki infinitystycznej (transfinitystycznej, por.
Hilbert 1923: 155). Trudny i nie do konca jasny tekst niemieckiego matema-
tyka najlepiej jest oddac¢ w sposdb nastepujacy:

Jest dany pewien zbiér nieskonczony. Przykladowo, niech bedzie
to przedzial obustronnie otwarty liczb rzeczywistych (o, 1).

Dalej, niech bedzie okre$lona pewna wlasno$¢ P. Dla przykladu,
niech predykat P(x) oznacza tutaj, Ze x jest liczba algebraiczna.

Za pomoca kwantyfikatora ogblnego formuluje sie nastepujace zda-
nie: (1) dla kazdego x (ze wskazanego zbioru nieskonczonego) P(x).

(2) Moze sie zdarzy¢, ze zdanie (1) prowadzi do sprzecznosci. Tak
jest istotnie w przypadku, gdy predykat P(x) oznacza, ze x jest
liczba algebraiczng i x brane jest z przedziatu (o, 1). Zbio6r liczb
przestepnych jest przeliczalnie nieskonczony, a zbior liczb rze-
czywistych z przedziatu (0, 1) ma moc kontinuum. Skoro kazda
liczba z przedzialu (0, 1) mialaby by¢ — na podstawie zdania (1)
— liczbg algebraiczna, to zbiér liczb algebraicznych nie moglby
by¢ zbiorem przeliczalnie nieskonczonym.

W sytuacji, gdy zdanie (1) prowadzi do sprzecznoéci, nalezy wnio-
skowadé: (3) nieprawda, ze dla kazdego x (ze wskazanego zbioru
nieskonczonego) P(x).

Wtedy w analizie (matematyce) klasycznej na podstawie prawa de
Morgana wyprowadza sie konsekwencje: (4) istnieje x (ze wskaza-
nego zbioru nieskonczonego) takie, ze nie-P(x). W podanym przy-
kladzie oznacza to, ze istnieje liczba transcendentalna (dokladnie;j:
istnieje liczba transcendentalna i nalezy ona do przedziatu (o, 1)).

Hilbert wskazuje, ze ostatni krok (4) nie jest (na tym etapie budowania
matematyki infinitystycznej) uprawomocniony wtedy, gdy ma sie do czynie-
nia ze zbiorami nieskonczonymi. Nieskonczono$é zbioru sprawia bowiem, ze

wych — »dla wszystkich a: (a)«; »nieprawda, ze dla wszystkich a: - (a)«; »istnieje pewne
a: (Ea)«; »nieprawda, ze istnieje pewne a: - (Ea)« — $cista wazno$¢ rbwnowazno$ci:

- (a) A (a) rownowazne (Ea) - A (a)

i

- (Ea) A (a) rownowazne (a) - A (a),
gdzie »A (a)« oznacza pewna wypowiedZ ze zmienna a, czyli pewien predykat” (Hilbert
1923: 155).
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nie jest sie w stanie wskazaé¢ wylgcznie na podstawie podanego rozumowania
konkretnego przedmiotu z tego zbioru, o ktérym zgodnie z prawda mozna
orzec predykat nie-P. Innymi slowy, przy takim rozumowaniu niepodobna
wskaza¢ konkretnej liczby z przedziatu (o, 1), ktéra jest liczba transcenden-
talna. Hilbert wyciaga stad wniosek, ze — przynajmniej na tym etapie budowy
matematyki infinitystycznej — nie obowigzuje (jeszcze) prawo logiki predy-
katow: (4) jesli nieprawda, ze dla kazdego x P(x), to istnieje x (ze wskazanego
zbioru nieskonczonego), takie ze nie-P(x)20.

Nalezy dodac, ze kwantyfikowanie po przedmiotach nalezacych do zbioréow
nieskonczonych wystepuje juz na bardzo wezesnym etapie budowy matema-
tyki (analizy) klasycznej — przy konstrukeji liczb rzeczywistych. Nie mozna
sie oby¢ bez tego narzedzia, gdy liczby rzeczywiste konstruuje sie za pomoca
przekrojow Dedekinda zbioru liczb wymiernych albo za pomoca ciaggéw pod-
stawowych liczb wymiernych. Hilbert doskonale zdawal sobie z tego sprawe.

Trzeba odnotowadé, ze w opisanej analizie Hilbert nie powoluje sie na zad-
nego matematyka czy logika, niemniej jego krytyka odnoszenia predykatowego
prawa de Morgana do przedmiotéw ze zbioréw nieskonczonych do zludzenia
przypomina krytyke niektorych praw logiki klasycznej przeprowadzona przez
tworce intuicjonizmu Brouwera. Holenderski badacz podstaw matematyki od
1908 r. w dokladnie taki sam sposob odrzucal powszechna obowiazywalnosé
predykatowego prawa de Morgana. Jego gléwny zarzut brat sie z zasad kon-
struktywizmu istotnych dla intuicjonizmu: z negacji stwierdzenia méwiacego,
ze wszystkie przedmioty pewnej nieskoniczonej klasy maja pewna wlasnoéé,
nie wynika jeszcze istnienie przedmiotu posiadajacego wlasnosé bedaca nega-
cja wspomnianej wlasno$ci, poniewaz takie wnioskowanie nie zapewnia wy-
maganej konstrukeji owego przedmiotu (por. Brouwer 1908, 1923)2t. Mimo

20 Odnieémy sie do wprowadzonych réwnowaznoSci. Przy nieskonczonej liczbie
przedmiotéw negacja sadu ogdlnego (a) A(a) nie posiada pierwotnie zadnej tresci (Inhalt),
tak samo jak negacja sadu egzystencjalnego (Ea) A(a). Jednakze niekiedy moga owe nega-
cje otrzymaé sens, mianowicie wtedy, gdy stwierdzenie (a) A(a) zostanie odrzucone przez
kontrprzyklad albo gdy z (a) A(a) lub z (Ea) A(a) wyprowadzona zostanie sprzeczno$¢. Te
przypadki nie sa jednak przeciwstawione kontradyktorycznie (kontradiktorisch entgegen-
gesetzt); wtedy bowiem, gdy A(a) nie zachodzi dla wszystkich a, nie wiemy jeszcze, czy rze-
czywiScie mamy do dyspozycji [mozemy teraz wskaza¢ — J. D.] przedmiot z wlasnoScia Nie-
A; tak samo nie mozemy powiedzie¢: albo zachodzi (a) A(a) wzglednie (Ea) A(a), albo rze-
czywiscie dysponujemy sprzeczno$ciami wyprowadzonymi z tych wyrazen. Dla zbiorow
skonficzonych [wyrazenia] »istnieje« i »mamy do dyspozycji« sa rownoznaczne, dla zbiorow
nieskonczonych tylko to drugie pojecie jest zawsze znaczace” (Hilbert 1923: 155-156).

2t Co prawda, drugi tekst Brouwera zostal opublikowany po oddaniu do druku
(29.09.1922) tekstu Hilberta, niemniej Brouwer szeroko omawiat kwestie stosowania logiki
klasycznej w matematyce podczas glosnych odczytéw poprzedzajacych publikacje jego tekstu.
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ze Hilbert nie wspomina w tym miejscu Brouwera, to ze wzgledu na zaryso-
wang zbiezno$¢ mozna twierdzi¢, ze przejal on od swojego ,ideologicznego”
przeciwnika wspomniany element krytyki matematyki (logiki) klasyczne;.
Dokladniej méwiac, z kontekstu calego tekstu wynika, ze Hilbert, uwzgled-
niajac zarzuty Brouwera, staral sie uodporni¢ budowana matematyke sfor-
malizowang, wlaénie w jej czeci infinitystycznej, na tego typu krytyke=2.

Trzeba przypomnie¢, ze Hilbert twierdzil, ze wraz z zastosowaniem kwanty-
fikatorow do przedmiotéw ze zbioréw nieskonczonych dokonuje sie przejscie
w matematyce od tego, co finitystyczne, do tego, co infinitystyczne (dokladnie;j:
do transfinitum). Pokazywal, Ze to przejScie wymaga zasadniczej ostroznosci
przy przenoszeniu praw logiki klasycznej na teren matematyki infinitystyczne;j.
Poniewaz Hilbert wykorzystal kwestie odnoszenia kwantyfikatoré6w do zbioréw
nieskoniczonych do tego, by po raz pierwszy w swych tekstach odrdézni¢ mate-
matyke finitystyczna od infinitystycznej, to nalezy twierdzié, Ze rozréznienie to,
fundamentalne dla programu formalizmu i jego kontynuacji, ma zrédlo w prze-
prowadzonej przez Brouwera teoriodowodowej krytyce niektorych praw logiki
klasycznej i ich stosowalnoéci w matematyce. Innymi slowy, Brouwer wymusit
poniekad na Hilbercie, chcgcym ratowac cala matematyke klasyczna (z klasycz-
ng logika), podzial matematyki na finitystyczna i infinitystyczna.

ZAKONCZENIE

W artykule wskazano niektore inspiracje, ktére zasadniczo wplywaly na
ksztaltowanie sie i modyfikacje Hilbertowskiego programu formalizmu. Po-
kazano przede wszystkim, ze Hilbert nie podjal badania niesprzeczno$ci
arytmetyki dopiero po odkryciu antynomii Russella. Postawienie problemu

22 W dalszej czesci tekstu Hilbert usilowal uzasadni¢ adekwatno$é praw logiki klasycz-

nej dla matematyki infinitystycznej na podstawie tzw. aksjomatu pozaskonczonego:

»Zgodnie z naszym planem dolaczymy do czterech dotychczasowych grup aksjomatow
skoniczonych takie, ktére sa wyrazem pozaskonczonych sposobéw wnioskowan [...]. Od-
woluje sie teraz do myéli lezacej u podstaw zasady wyboru [Auswahlprinzip], wprowadzajac
funkcje logiczna

T (4),
ktora przyporzadkowuje kazdemu predykatowi A(a), to znaczy kazdej wypowiedzi ze zmienng
a, okreslony przedmiot 7 (A). Funkcja ta winna jeszcze spetniaé nastepujacy aksjomat:

V. Aksjomat pozaskonczony

A(tA) — A(a)
[...] Aksjomat pozaskonczony jest prazrodlem wszystkich pozaskoniczonych pojeé, zasad
i aksjomatow” (Hilbert 1923: 156-157).
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niesprzeczno$ci arytmetyki liczb rzeczywistych zwiazane bylo z odkryciem
chronologicznie pierwszej antynomii teoriomnogo$ciowej, czyli antynomii
najwiekszej liczby porzadkowej. Juz w 1899 r. Hilbert zadal, jako rownowaz-
ne, pytanie o to, czy wieloé¢ liczb rzeczywistych jest — uzywajac terminologii
Cantorowskiej — wieloécia niesprzeczng [CNW]. Kwestia niesprzecznoSci
arytmetyki liczb naturalnych zostala wyeksponowana dopiero przez odkrycie
antynomii Russella.

Fundamentalne dla dojrzalego programu Hilberta jest odréznienie mate-
matyki finitystycznej od matematyki infinitystycznej. Wskazano, ze zrédel te-
go rozroznienia mozna szukaé w Brouwerowskiej teoriodowodowej, kon-
struktywistycznej krytyce niektérych praw logiki klasycznej. Byla to krytyka
na tyle istotna, ze Hilbert czul sie zobowigzany uwzglednic ja w formalistycz-
nej rekonstrukeji matematyki klasycznej. W rezultacie wprowadzil wlaénie
rozr6znienie miedzy matematyka finitystyczng a infinitystyczna.
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